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OINEFROT A JUSTAMENTO DE
Sl OBSERVACOES
Toda medida estd impregnada de
erros de observacao. Por essa razao

normalmente se procedem a mais de
uma medida para se ter garantias

sobre o valor encontrado.
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JINEPKCT AJUSTAMENTO DE
e OBSERVACOES

Se as medidas forem de uma Uunica
grandeza como, por exemplo, distancias
ou angulos, a media € uma boa
solucao. Contudo, quando estao
envolvidas ao mesmo tempo grandezas
de naturezas diferentes e que se
relacionam através de uma funcao
matematica, a solucao nao é tao
|ed|ata
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“ AJUSTAMENTO DE
OBSERVACOES

Outro fato Importante reside na
premissa de que somente o valor da
grandeza nao € suficiente, do ponto
de vista técnico-cientifico. E preciso
saber qual o grau de confilanca no
valor obtido. Isto €& proporcionado
pela estimativa de precisao da

medlda
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~ AJUSTAMENTO DE

Sl OBSERVACOES

Encontrar a as
coordenadas de P a
partir de uma estacao
E , cuja distancia entre
a estacao e o ponto, e
0 azimute da direcao
sejam conhecidos.
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AJUSTAMENTO DE
OBSERVACOES

Xp = Xe1 + d g1.p S€NAg1-p

Yp = Ye1 + d g1-p COSAE1-p

Xp = Xe2 + d g2-p S€NAE2-p

Yp = Ye2 + d g2-p COSAg-p
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OINEPEC ™ AJUSTAMENTO DE

Sl OBSERVACOES
Qual é a coordenada de P sabendo
gue:

 Observacoes foram feitas por
equipamentos distintos;

»* Observacoes foram feitas por
operadores distintos;
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OBSERVACOES

“O ajustamento é o0 ramo da
matematica aplicada que tem por
objetivo a solucdo Unica para
problemas onde o numero de
observacboes (ou medidas) &
redundante e o sistema de equacoes
Inconsistente, bem como a precisao
da soluc;ao adotada” Camargo (2000).
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* AJUSTAMENTO DE
OBSERVACOES

AhRNp = Lb1l + Lb8
AhRNp =Lb2 + Lb5 + Lb7 + Lb11
AhRNp = Lb3 + Lb10 +Lb12

O\‘NEP +Jall

Ahgnp = Lb1 + Lb4 + Lb7 + Lb11
LblII Ahgye = Lb3 + Lb6 + Lb5 + Lb7 + Lb11

Lb10 Ahgyp = Lb3 + Lb10 + Lb9 + Lb11
LbI2 —

Estas sao algumas das possibilidades de solucdo. Todavia a
lidade de cada uma delas gerar uma resposta
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O \NEP ROTEC AJUSTAMENTO DE
Pl OBSERVACOES

Apds o0 processo de ajustamento
Independentemente da solucao adotada a
resposta sera unica.

E possivel ainda, com base nas técnicas do
ajustamento, detectar a presenca de erros
grosseiros em um conjunto de
observacOes, efetuar o planejamento da
coleta de dados e saber, a priori, se
atenderao as prescricoes estabelecidas.
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e OBSERVACOES

propriedades fundamentais da medida:
% Medir significa realizar uma operacéao fisica, e o
processo de medida consiste de varias operacoes

elementares; tails como: preparacao, calibracao,
pontaria, leitura e etc.;

% O resultado do processo representa a medida,

% A nao ser na contagem de certos eventos, a
medida €& sempre realizada com auxilio de
Instrumentos;

% As medidas estao referenciadas a um padrao, os
quais sao estabelecidos por convencao. Medir é
comparar uma grandeza a um padrao, tendo

| gEnderego Imensao e unidade;
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Y OBSERVACOES

propriedades fundamentais da medida:

% A medida € um conceito tedrico, tal como uma
abstracao geometrica usada para distancia e
angulo, os quais nao tém equivalente direto na
natureza fisica. No entanto, tais conceitos permitem
descrever certos elementos da natureza, como
localizacéo, area e etc.
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" MODELOS MATEMATICOS

Para descrever certos elementos da natureza é
necessario utilizar modelos, como € o caso da
forma da Terra, onde se utiliza a esfera ou o
elipsoide de revolucéao.

No caso do ajustamento, o modelo que
iInteressa € 0 matematico que relaciona as
medidas efetuadas com as grandezas
procuradas. Este é o caso das equacOes que
unem a distancia e 0 azimute com as
coordenadas do ponto
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MODELOS MATEMATICOS

Define-se modelo matematico ao sistema
tedrico ou abstrato que descreve uma situacao
fisica ou uma série de eventos. Tal descricao
nao necessita explicar totalmente a situacao
fisica, mas relacionar somente os aspectos, ou
propriedades de interesse.

Tendo em vista que o modelo tem o proposito
de atender um Interesse  particular,
dependendo do propodsito, ele pode assumir
formas dlferentes

g S
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" MODELOS MATEMATICOS

Discrepancias
com a
realidade.

Realidade
Fisica

(e rI’OS)

Modelo
Teorico
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" MODELOS MATEMATICOS

O modelo matematico nao  descreve
exaustivamente o fenOmeno, 0s eventos ou a
realidade fisica. Descreve apenas aspectos de
Interesse dessa realidade e com aproximacao
requerida.
Existe dois modelos tratados em ajustamento:

% Funcional (constitui a parte deterministica

da realidade fisica);

% Estocastico (descreve as propriedades

estatl’sticas das observagﬁes).
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" MODELOS MATEMATICOS

O modelo matematico funcional:
é composto por relacdoes que descrevem a
geometria ou caracteristicas fisicas do problema
em guestao.

Xp = Xg + d e-p SENAE.p

Yp=Yg + d e.p COSAE.p
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" MODELOS MATEMATICOS

O modelo matematico estocastico:

é composto pelo conjunto de relagcdes que
descrevem as propriedades estatisticas dos
elementos envolvidos no modelo funcional.

O modelo estocastico indica por exemplo a
qualidade das observacdoes feitas (as suas

precisoes, relativas ou absolutas), indica se as
observacOes estao correlacionadas ou nao, indica

ainda as variaveis que sao consideradas
constantes durante o ajustamento e as que se
pretendem determinar.
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

Se 0 conjunto que constitui a v.a. € de mesma
natureza, diz-se que ele e uma variavel
aleatoria unidimensional. Entretanto, quando
no conjunto tém-se grandezas de natureza
diversa, diz-se gue e uma  v.a.
multidimensional. Por exemplo, o conjunto
constituido por uma serie de medidas angulares
é uma v.a. unidimensional, e o0 conjunto
constituido por azimute e distancia, €
uItldlmenS|onaI
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

A estimativa de precisao de uma v.a. é
fornecida pelo desvio padrao dessa variavel
(0)).

Quando se tem uma v.a. multidimensional, a
precisao e representada pela matriz variancia
covariancia (X) que é formada pelas variancias
(02 dos 1 individuos ou elementos que
compdem a v.a., e pelas covariancias (aij)
desses mesmos elementos.
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

Por exemplo, as variancias (o) e covariancias
(a) de um conjunto de n observacoes (Lb)
podem ser dispostas de maneira a formar uma
matriz quadrada (nxn), representada por (X ),

ou seja: = g _
O-Lbl O-LblLb2 Gl O-LblLbn
2
Z _ O-Lszbl O-LbZ s O-LbZLbn
Ib ~— . ; ] ,
L O-Lanbl O-LanbZ R O-Lbn a
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OINEFES " PROPAGAGAO DAS
o COVARIANCIAS
A matriz (X,;), Simétrica (0, = oy),

recebe 0 nome de matriz
variancia-covariancia (M.V.C.), ou
simplesmente matriz covariancia
(M.C.).

No caso das observacoes serem
iIndependentes entre si, as covariancia

serao nulas e (X,;) se degenera numa
- matrl dlagonal
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

Na maitriz variancia-covariancia, como dito
anteriormente, a variancia (o?) fornece,
através da extracdo da raiz gquadrada, a
precisao de cada v.a. e a covariancia (aij)
Indica que existe dependéncia entre elas.

A matriz dos coeficientes de correlacao,
derivada da matriz variancia-covariancia,
fornece o grau de dependéncia entre as
diversas v.a.
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Q\NE"““’“‘ PROPAGA(;AO DAS
‘ COVARIANCIAS

= - O-i' - o
if - coeficiente de correlacao entre a
1 P o Py onde: ,0,-]- = ) ) ¢
1 0, X0, va.ieaj;
el ,021 AR p2n
2= ‘ . : : S ; "
. . . . Tij - covariancia entreav.a.ie a J;
_pnl an e l i
Oi, Oj - desvio padrao dasv.a.iej.

Os valores dessa matriz variam entre -1 e 1, sendo que se:

| pi| =1 - dependéncia é total

| pii| =0 -independéncia é total
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;(/)\NEP‘% PROPAGA(}AO DAS
‘ COVARIANCIAS

Exemplo: Dada a matriz variancia-covariancia da v.a. A,
calcule a matriz de correlacao associada.

36 18 12
YA=|18 9 0 |m?
12 O 16

.2 E derego
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

Considere um vetor Z(n+m x 1) do qual os vetores X(n x 1)
e Y(m x 1) sdo componentes:

¥ E
$ie ©
st A B i vl &
- ¥ [ = B W
\
.

A sua MVC, como sempre quadrada e simetrica, € dada

por:
nxn nXxm

_[2x  2xv]. _
i e HICREDEYCRR0] B KOS
Z Corresponde a matriz covariancia cruzada de dois
4~YX vetores, a qual, nd3o necessariamente, &
quadrada.
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

A Leil de propagacao das Covariancias nos diz
gue se conhecermos a matriz  variancia-
covariancia da v.a. X (2y) e o modelo funcional
gue a relaciona com a v.a. Y, a matriz
variancia-covariancia dessa matriz (X,) €
calculada por: yy=g3xx.Gg" (Linear)

A e &
PI1ARE AW

yy=D.Xx.D' (Nao Linear)
oF

onde D = o é a derivada da funcao em relacao aos valores medidos.
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

(x—a)

g OO

f(x)=f(a)+ f/(@) =7 £ (a5
f)A

Af = (x-a)*f(a)

f(a)g ()= f(a) + af

2 Endereg¢o
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;9\“}“-‘?“““‘ " PROPAGACAO DAS
| COVARIANCIAS

g [0/ 0/, af ]
fl(X):fl(Xo).*-% AX. ! ox, Ox,  0x,

4 % of, 8f, 94,

| oer |2E R LR

- 0 8f2 F = ;EX—= cx, O0x, ox
LX) =RlE o) B 3

0fn Ofn O
| 0x;, Ox, ox, |
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

Exemplo: Foram realizadas as »
medidas de 5 diregoes (d,, d,, d;, d,
e d;) com um equipamento cuja
precisdo angular é de 5”. Pretende-
se calcular os angulos a,, a,, a;e a,
entre essa direcoes.

l l l l a;=d;—d;
32=d3—d1

83=d4—d3
04:d5—d4

/i

Q
eficientes
O

(0
Indpedentes

Termos
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;Q\N“-"“““‘ PROPAGA(;AO DAS
- COVARIANCIAS

_ld ] - -
gl [-1 1 0 0 0 ¥ 0
gl =1L B 1 @ O =\
= == X|d, |+

a, 00 -1 1 0] 7 10
a, 0 0 0 -1 1 = (D
S O TR = __d5-__
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OINEFES ™ bR OPAGACAO DAS

¥ =G.IX.G 25 0 0 0 O
25 0 0 0

g 25 0 D
0 9 23 9

o O O O

0 O 0 25
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; PN PROPAGACAQO DAS
' COVARIANCIAS

_ 95 4 @ b 0] T=1 -1 & @
— g B0 0
0 25 0 0 O 1 O O 0
i i @O 0
Xt = 0 0O 25 0 0 @ 1 i B
0 = 1 @
B8 6 0 75 0 @ & 1 =i
0 g —i 1
. 8 8 © 0 B| |90 @ & 1
50 25 0 0
5 4 25 50 -25 0 ()
| 0 =35 50 -—25
| D 0 —25 50|
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OINEFEE " PROPAGAGAO DAS

 ov_csyor  COVARIANCIAS

G=[-11000;-10100;00-110;000-11]
SX=[250000;025000;002500;000250;000 0 25]

SA_G*SX*G’ -=>6=[-1.1000;-10100:00-110:000 -1 1]
- SX=[25 0 0 0 0;0 25 0 0 0;0 0 25 0 0;0 O O 25 0;0 0 O O 25]
G =
-1 1 0 0 0
-1 0 1 0 0
0 0-1 1 0
8 8 Bez1: A

——> SA=G*SX*G'

SA =
50 25 0 0
25 50 -25 0
Q::=25: 50%=25
0 0 -25 50

——>
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, - PROPAGACAO DAS
ad COVARIANCIAS

a1 a2 8.3 a4

(50 25 0 0] a,

25 50 =25 0| 9 5 .
ZA: ) —05 50 =25 1 3-3 '0‘“"2_7,07><7.O7_ Al e

0 0 -25 50| %

a precisdo dos angulos aj, az, az e a4 sdo iguais a 6,,= 7,07” (6,,; = V50);
existe covariancia entre as variaveis a; com az, a; com az e az com ay;

nao existe covariancia entre as variaveis a; com az, a; com a4 e az com a

o fator de correlacao entre a; com ay, a; com as e az com a4 a menos do sinal, é
numericamente igual ao valor determinado pela equacao de correlacao.

L85 %
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PROPAGACAO DAS
COVARIANCIAS

Um observador com uma estacao total mediu o
azimute da direcao CD e a distancia entre as A
estacoes 0 e 1 a partir do ponto O cujas
coordenadas séo (0, 0). /,/»1
Os valores obtidos foram respectivamente, Az A do;

= 60° e DH = 2.000 m. Considere gque ele —— 01
utilizou um equipamento cuja precisao angular -
é de 5" e a linear de £ 5mm + 5ppm.
Quais sdo as coordenadas do ponto 1 e a O
respectiva precisao?

= X, +dyseniy
V) =Yy +dy €084,

O |NEP el
W/

N3o Linear ny :DXZAC]XDT
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c/)\N“-"““’“‘ PROPAGA(;AO DAS
‘ COVARIANCIAS

Ao
ﬁ = d,, xcos 4, =1.000 m % =—d,, xsend, =-1.732,05m
ox, A,

e senA,, =0,866025 ﬁ =cos 4,, =0,500000

| 1.000,00m  0,866025

| =1.732,05m  0,500000

% _ren _sen2 o _[ 5 & Y _ w04
Z Ad _ O-j O-Ad O'A = (5 ) =25 o _(WX@] =5,876107 x 10" radianos.
c, O, 5-2.000m \’

g = (0,005;17 +

= (0,015 m)* = 0,000225 m’
1.000.000
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9\\NE‘°““’“‘ " PROPAGAGAO DAS
‘ COVARIANCIAS

1.000,00m 0,866025} {5,876107x10“° 0 Hlooo,oom —1.732,05m:|

¥ =
N [—1.732,05111 0,500000 0 0,000225m" | | 0,866025  0,500000

0,00075636 -0,00092034| |
2. Xy = -
-0,00092034 0,0018191

x;= 0+2000xsen(60°) =1.732,05m e ¢g_ =./0,00075636

y; =0 + 2000%xcos(60°) = 1.000,00 m e = \/0,0018191
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Q\NF-"“““‘ PROPAGA(;AO DAS
- COVARIANCIAS

x;=1.732,05m + 0,0275 m

y: = 1.000,00 m = 0,0426 m

e = -0.00092034
2 0.0275%0,0426

=—0,7846 ou -78,5%
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