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Resolva a equacéo do tipo:

a*x=L
Onde:
X: € a incognita;
a. constante qualquer;
L: valor conhecido
Solucao:
Xx=L/a
gEnderego
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No entanto, quando se tem um conjunto de equacoes
formando um sistema, a solucao nao é tao direta.

aixy + dsxy+azx; =L
daXy. + Qs5X 3t dsxs = Lo

arzxj + agxy + agxz = Ls

onde: A
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matriz formada pelos coeficiente a;

vetor formado pelos valores incognitos x;
vetor formado pelos termos conhecidos L;
numero de linhas (no exemplo é igual a 3)

numero de colunas (no exemplo é igual a3)
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No caso de matrizes as operacOes possiveis sao a
soma, a subtracao e a multiplicacdo, nao existindo a
divisdo. Deste modo a solucao € dada por:

IR TEaRE &
- T LN
% L e
\ 4 A

-1
X Az L onde: A é a matriz inversa® de A.

lu u
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Quando um sistema de equacdOes possuli o
numero de equacOes igual ao de incognitas a
solucao € unica. No entanto, guando existem mais
equacoes gue as necessarias, deve-se agrupa-las
de forma que se tenham varios sistemas formados
pelas combinacOes destas equacOes. Na teoria,
Independentemente do conjunto gue se escolha,
tem-se sempre a mesma solucao.
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Entretanto, quando se trabalha com dados reais, pela
propria caracteristica estocastica das observacotes, via de
regra, se faz mais medidas que as necessarias. Cada
observacao (Lb) resulta em uma equacédo e, como toda
medida vem acompanhada de erros aleatérios, o sistema de
equacdes resultante é inconsistente. E necessario entio se
proceder a uma homogeneizacao do sistema de modo gue
Independente do conjunto de equacOoes que se escolha
tenha-se sempre a mesma solucao.
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Esta homogeneizacao é alcancada adicionando uma
correcao, também conhecida como residuo (vi), a cada
observacao de modo a tornar o sistema consistente.

apxy. 2 X9, = Lb]. =+ V]

azx; tagx; = Lby + Vp. AX = Lb+V

asXxy]. A asX2 — Lb3. o & Vi
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Dependendo do critério que se escolha para definir os
valores desses residuos, tém-se solucoes diferentes
para a incognita ¥, que agora é um valor estimado, por
essa razao aparece o sinal circunflexo sobre a v.a.
Entretanto, o critério aceito € o do Meétodo dos
Minimos Quadrados (M.M.Q.), proposto por Gauss em
1795 e Legendre em 1805 gue estudaram o problema
de forma independente, sem que um, conhecesse 0
estudo do outro.
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

No sentido geral o M.M.Q. consiste em estimar variaveis
estocasticas X e seus parametros de distribuicao X, a
partir de amostras L observadas com precisao Z,.

b/

DADOS; (L,Z,) —ESTIMAR: (X,Z,)

estarao  envolvidos nos problemas de ajustamento trés
espacos:

(a) espaco das observacdes medidas R";

(b) espaco do modelo matematico R™;

(c) espaco dos parametros incognitos RY;
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

O M.M.Q. diz que a soma do quadrado dos residuos
tem que ser minima, e pode ser expresso
matematicamente:
2 .
Zvi =RE V'V = min
=1
Para o caso de observacdes com graus diferentes de
confianca introduz-se o critério de peso, e as equacoes
passam a ser escritas: n
Zpi"zg:min ou V'PV = min
=1
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Isolando o vetor dos residuos na equacao matricial,
Vem: 7 =4X-1b

Substituindo no critério de M.M.Q. V'V = min
¢ = (AA —Lb)T -(/LX_’—LLb)z min <=> ¢=(X747 —Lp” ) (4x —Lb): min
O=XT A AX = XEATLh=Ib* AX +Lh*Lb =min

X A Lb=1b"A4AX ? entdo
¢ XTATAX - 2XTA"Lb+ Lb* Lb = min
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Para se determinar o minimo da funcao deriva-se esta
em relacao as incognitas e iguala a zero:

g—)‘? =2ATAX =2A47Ib=0 => 2ATAX =2A47Lb

X =(474) (47Lp)
Considerando observacbes com graus diferentes de

conflanca a matriz dos pesos entra como fator de
ponderacao e a equacao assume o seguinte aspecto:

X= (ATPA I (ATPLb)
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.
Um sistema € dito mal condicionado quando, peqguenas
variagoes nos valores dos coeficientes ou dos termos
Independentes significa uma grande variacao na
solucao do problema. Este fato ficara compreendido
com o exemplo a sequir:

x; + x; =10 F L :l){xl}:{IO} cuja solucao é X152 X3=3
X1 — 2Xy = =5 =3

1 1] [x] [10,01
1 -2 & " T o resultado passa a ser x; = 5,007 e x; =5,003.

OINEPFK
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

1 1| = 10 ; o
g X = cujasolugdoeé x;=5e x=5
1,001 1] |x, 10,005

1 I lss 10
X —
1.00T 1| | 10.1 o resultado passa a ser x; =100 e x;=-90.
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METODO DOS MINIMOS QUADRADOS - M.M.Q.

Nota-se agora que uma variacado nao muito significativa resultou numa
solucdo completamente diferente. Quando isso acontece, diz-se que 0O
sistema é mal condicionado.

Este tipo de problema é importante porque os sistemas de equacdes
utilizados na area da geomatica sdo formados por valores observados e
sabe-se gue os erros de observacao acompanham estes numeros.
Embora n&o seja um critério conclusivo, quando o determinante da
matriz dos coeficientes resulta em um ndmero pequeno e em contra
POSIicao a matriz inversa € composta por elementos grandes, geralmente
este € um indicador de mal condicionamento.
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METODOS DE AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES

As observacOes sao classificadas em diretas e indiretas.
Podem ser condicionadasou nao.

OINEPRO =
-/

DIRETAS:

utiliza um medidor de mesma natureza que a

grandeza procurada. Uso de trena para medir

Distancia. Uso de teodolito para medir um angulo;
INDIRETAS:

Grandeza procurada se relaciona com a grandeza

observada. Uso da estadimetria para determinar
isténcia ou diferenga de nivel.
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METODOS DE AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES

Grandezas condicionadas necessita de uma condicao funcional.
No caso de observacdes dos angulos de um triangulo, a condicéao
de existéncias dos mesmos € gque o0 somatorio tem que ser 180°.
No caso de observacGes de nivel, a diferenca de nivel deve
atender a condicdo de desnivel entre os pontos de partida e
chegada.

Em qualquer das situacdes, quando os valores

nao forem do mesmo grau de confianca, emprega-se o
criterio de pesos diferentes.

OINEPK
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS

% Estimativa pontual: media
% Estimativa da precisao: Desvio Padrao.
% Estimativa por intervalo
> |ntervalo de confianca para a média
> Intervalo de confianca para a variancia e desvio
padrao
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS
% Estimativa pontual: média

- " Lb Lb,
b:M Lb_z pl

ou
Zi=1 P;

onde: 77 - média aritmética dos valores observados

Lb -média ponderada dos valores observados

Lb: - valores observados
pi - pesos das observacoes

n - numero de elementos da amostra

A primeira equacao é a da média aritmética e a segunda da ponderada.
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS
% Estimativa da precisao: Desvio Padrao.

- onde: ¢ - desvio-padrao

£? -quadrado dos erros verdadeiros
1
n - numero de elementos da amostra ou de observacoes

Entretanto, na grande maioria das vezes ndo se tém como determinar o erro verdadeiro. Neste caso,
se utilizam os erros aparentes que sdo Calculados através dos residuos (vi) em relacdo a média, ou
seja:

=t | =+
n-—1

1 o \/ Z’; (ﬂ, - bif a estimativa de precisao

n—1
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS
% Estimativa da precisao: Desvio Padrao.

No caso de medidas de desigual conflanca as
equacoes ficam assim modificadas:

’ 5" T 2 .
=+ 2 P(Lb-Lb)’ Gy, =% 2, PUE-10) 6

e

n—1 \’ (n— DZ; b; Z:’:l P;
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS

% Estimativa por intervalo

A estimativa por intervalo de confianca fornece dois valores entre os
guais, deve estar um parametro populacional estimado, com certa

probabilidade, ou nivel de confianca. Escrevendo em linguagem
matematica:

Pa<e<h)=1-u
onde: aeb -extremos dointervalo

€ - valor estimado
o. - nivel de significancia

] — o -graude confianga
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS

% Estimativa por intervalo
O valor do nivel de significancia normalmente é
prefixado. Na area de geomatica costuma-se usar
10%, 5% ou 2%. Supondo o valor a = 5%, entao:

Pla<e<b)=0,95

A expressao acima indica que ha 95% de
probabilidade ou conflanca de que a variavel
estimada e esteja entre os valores a e b.
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS

% Intervalo de confianca para a media

O intervalo de confianca pode ser aplicado na meédia em funcao do
desvio padrao da média amostral. A expressao para o calculo é a

seguinte: F
P\ Ib-Gy,t , S<p<Ib+6y,-t =l-«a
b Lo ™ oy Zer
\ 2 2
onde: Ib - média amostral
Oy - desvio padrao da média aritmética amostral
GL - graus de liberdade*

¢ - valor interpolado da tabela de distribuicao de STUDENT com
1-56L  probabilidade de 1- 5 e GL.

T8 - média populacional
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS

% Intervalo de confianca para a variancia e desvio padrao

Da mesma forma que para a meédia, pode-se aplicar o intervalo de
confianca para a variancia. A expressao para este caso € a seguinte:

2 2

.GL X L
5

=1-&

@

GL

onde: &2 -variancia amostral
GL - graus de liberdade

- valor interpolado da tabela de Qui-Quadradocom GL=n-1e

o
7.

X probabilidades de 1- % e
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES DIRETAS

Intervalo de confianca para a variancia e desvio padrao

Na area de geomatica substituem-se os valores medidos pelo valor
medio e neste caso na formula, se substitui a variancia amostral pela

/
0’0

variancia da média.

2 7

GL :
P */; s*/:— =1-a ou P —<¢’<-2_|=l-a
X, e ¥ X, a Yag

ql

I/\

w|!§
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OINEPK

e As diretas sdo ajustadas usando-se a media aritmética, ou
ponderada, em funcdo dos dados serem de igual ou desigual
confianca.

e As indiretas envolvem um modelo matematico que relaciona o que
fol medido com o que se quer determinatr.

e As diretas condicionadas utilizam uma equacao de condicao ligando
todas as medidas.

A forma de construcao do modelo
esta ligado diretamente a forma de
austamento dos dados.
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AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES INDIRETAS

& INEPRC
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METODO MODELO CARACTERISTICAS
E possivel isolar pela igualdade os
PARAMETRICO |Z()(a):|_a valores incognitos (parametros) dos

valores observados,

_ ndo é possivel isolar os parametros dos
COMBINADO F(Xa’ La) =0 valores observados,

_ observagoes séo do tipo diretas
CORRELATO F(La) =0 condicionadas

-2 Endereco _ . i
Quadra 101 conjunto 02 lote 01 20 ' .‘ A
Recanto.das Emas - Brasilia - OF  (© (61)3082-0505 . @ www.inepr ofec_:.c.om.br

@inepro’f_ec_: f Ineprotec
CNP3: 08838975/0001-03




* AJUSTAMENTO DE
OBSERVACOES

Método Parameétrico

As equacOes que relacionam os valores medidos com o0s incognitos,
também denominados parametros, sdo conhecidas como equacodes de
observacao. A caracteristica delas € que se pode separar observacao de
incognita.

F(Xa) = La

Onde F(Xa) € uma funcéo que envolve as incognitas (parametros) e La
as observacoes ajustadas, ou seja, essa equacao relaciona aquilo que
se esta procurando com a variavel medida.
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Método Parameétrico

F(Xa) = La

comXa=Xo+Xela=Lb+V
temos:F(Xo+ X)=Lb +V

Onde:

Xa - parametros incognitos ajustados

X0 - parametros aproximados

X - correcOes aos parametros aproximados

La - valores observados ajustados

Lb - valores observados

V - correcOes aos valores observados (residuos

AN NI N N NN
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Método Parameétrico

\,

F(Xo+X)=Lb+V
O primeiro termo da igualdade normalmente € uma funcéo do tipo néo
linear, portanto a sua linearizacao é feita por Taylor:

F(Xo)+ Bl -X=Lb+V
azYa -
fazendo Lo = F(Xo) e A= 4 vem:
dXal.._.a

Lo+A4X=1Lb+V = AX +Lo-Lb=V

fazendo L=Lo-Lb

Finalmente AX+L =V
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Método Parameétrico

Aplicando o método dos minimos quadrados na ultima
equacao, temos:

¢ =V'PV=(AX+L)P(AX +L)=min

Resultaem: X =-(A'PA) Y(A'PL)

Fazendo N=(A'PA) e U=(A'PL)
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Método Parameétrico

A matriz dos pesos das observacbes P, que € uma
matriz quadrada de ordem n, pode considerar as
observacoes independentes ou nao. A matriz dos pesos
tem a seguinte forma:

P

ags %

ooooo

Sendo: p. 0 peso da observac;ao I, 0,7 a variancia de
referenma (a priori) e ¢ a variancia da observagao |

.2 Enderego
Quadra 101 conjunto 02 lote 01
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QINEFEL AJUSTAMENTO DE
L OBSERVACOES

Método Parameétrico

No caso de sistemas nao lineares,a solucao do sistema
se da por iteracido, onde a cada nova etapa, descobre-se
uma correcao X, a ser efetuada nos parametros iniciais
Xo-
Processo:

1: L, = F(X,)

2: A=F(X,)

3: X, =N*U

4: X, = X+ Xc

2 Enderego

‘Quadra 101 conjunto 02 lote 01 1 .@'ﬁepré;ec &] ; f
i _ Ineprotec
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OINEPRC ™ AJUSTAMENTO DE

Sl OBSERVACOES

Méetodo Parameétrico - Estimativa das precisdes

O M.M.Q. consiste em estimar variaveis estocasticas X
e seus parametros de distribuicao X, a partir de
amostras L observadas com precisao X, .

DADOS; (L,Z,) —ESTIMAR: (X,X,,)
Xa—(ATPA) 1ATPL mYI —m Gn XHX 1 +m CI
Xa=[(ATPA) 1ATF>]|_ l l l l
Onde: G=[(ATPA) 1ATP] v
Xa=GL, ou Y = G * X a § d

.2 Enderego
Quadra 101 conjunto 02 lote 01
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QINEFRL™ AJUSTAMENTO DE
el

OBSERVACOES

Méetodo Parameétrico - Estimativa das precisdes

A Lel de propagacao das Covariancias nos diz que
se conhecermos a matriz variancia-covariancia da
v.a. X (2y) e o modelo funcional que a relaciona
com a v.a. Y, a matriz variancia-covariancia dessa
matriz (%) € calculada por:

YY =G.2X.G' (Linear) >Y =D.ZX.D' (N&o Linear)

J0F

onde D = i é a derivada da funcdao em relacao aos valores medidos.

.2 Enderego ) .
Quadra 101 cdn;unfo 02 lote 01 '
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QINEPRE ™ AJUSTAMENTO DE
b/ OBSERVACOES

Metodo Paramétrico - Estimativa das precisdes
— T — T AT
ZX_GZLbG = [(ATPA)A'P] ZLb [((ATPA)-1ATP]T
com.

D b matriz variancia covariancia dos dados observados

L
P: Matriz peso das observagcbes P =052 -2, = P log

Sy = 0gN™1 Zx =GGN7

vipv

n—1u

Biq = BCAN A" 62 =

Yy = XLpq — ZLp

2 Enderego
Quadra 101 conjunto 02 lote 01
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W AJUSTAMENTO DE
i OBSERVACOES

Método Parameétrico - Exemplos
Modelo Linear
X |Fx)| Y=ax+b
0,10 =ax-6+Db
6 10,10 | 097 zax-4+b
4 0,97 2,06 =ax2+b
3,11 =ax0+Db

2 2.06 L = A X
0 3,11 —6 1] 0,101 [v1°
AX—L+V—>_2:lxhr—2D6+-%
0 1. 311 |vs

.2 E derego

ad 101 ¢ conjun nto 02 lote 01
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CNPJ: 08838'9_75'/0001-03



e A %
- s A0 B i vl B
\ ‘ ) \
3

Modelo Linear
X=N"1xU
N=ATxPxA
U=A" xP x L,

.gEnderego
Qad 101 ¢ conjunto 02 lote 01

N =

* AJUSTAMENTO DE

OBSERVACOES

Método Parameétrico - Exemplos

0,10

0,97

206| ~

| 3,11,

anto|das Emas - Brasilia.- DF O (61)30’82 0505. @ WWW. meprofec com br
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O7" AJUSTAMENTO DE
OBSERVACOES

Método Parameétrico - Exemplos
Modelo Linear

56 —121"1 —8,60 0,506
X=170, "0 % Lsze) = Lsorel
12 4 6,24 3,078

0,10 —6 1 —0,058
o 0,97 -4 1 0, 506] 0,084

2,06 =2 A 3 078 0,006
3,11 | L0 1- —0,032 |

.2 E derego

ad 101 ¢ conjun nto 02 lote 01
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OINEFROY " AJUSTAMENTO DE
g

OBSERVACOES

Método Parameétrico - Exemplos
Modelo Linear

'—0,0581" [—0,058]
| 0,084 0,084

0,006 0,006
5 —0,032] 1-0,032

62 = ~ =0,00574
4 —2

-1
%, = 0,00574 X [56 A2 g [ 2,87 8,61

12 4 861 40,18
—6 11 [-6 117'[-6 11

B —4 1 —4 1| |-4 1| _

., = 000574 X Y RS NP B I
0 1) Lo 11 Lo 1.

.gEnderego
Qad 101 ¢ conjunto 02 lote 01
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;O\NEP% * AJUSTAMENTO DE
- OBSERVACOES

Método Parameétrico - Exemplos
Modelo Linear

0,10 —0,058] 0,042
097 0,084 1,054
La = 2,06 0,006 |  |2,066
3,11 —0,032 3,078

.2 E derego

ad a 101 conjunto 02 lote 01 | LA A
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