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1. INTRODUCAO

Ao serem feitas medidas, pela prépria condicdo da imperfeicdo dos homens e
dos instrumentos, estas estdo impregnadas dos erros de observacdo. Por essa razao
normalmente se procedem a mais de uma medida para se ter garantias sobre o valor
encontrado. Se as medidas forem de uma Unica grandeza como, por exemplo, distancias ou
angulos, a média é uma boa solucdo. Contudo, quando estdo envolvidas ao mesmo tempo
grandezas de naturezas diferentes e que se relacionam através de uma funcdo matematica,
a solucdo ndo é tao imediata. Outro fato importante reside na premissa de que somente o
valor da grandeza n3o é suficiente, do ponto de vista técnico-cientifico. E preciso saber qual
o grau de confian¢a no valor obtido. Isto é proporcionado pela estimativa de precisao da

medida que é numericamente igual ao desvio-padrao.

Como exemplo, imagine que se pretenda determinar as coordenadas de um
ponto P a partir de uma estagdo E (com coordenadas conhecidas), da distancia entre a
estacdo e o ponto, e do azimute da dire¢cdo estacdo-ponto (figura 1). Este é um problema

classico da topografia cuja solugdo é a seguinte:

Xp=Xg +d epsenAgp

Yp = YE +d E-P COSAE_p

Figura 1 - Coordenadas de um ponto definidas a partir de
uma estac¢do, de um azimute e de uma distancia.

onde: (Xp,Yp) - coordenadas do ponto (incégnitas);
(X& YE) - coordenadas da estagdo;
dep - distancia entre a estacdo e o ponto;
Agp - azimute da direcdo estacio - ponto.
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Observa-se que para resolver o sistema sdo necessarias duas observagdes: a

distancia e o Azimute. No caso, a solugdo é unica.

Agora imagine o mesmo problema sé que introduzindo mais uma estagao E2

(figura 2). Este também é um problema cldssico. A solucdo é dada por:

AN

Xp = Xg1 + d g1.p S€NAEL P

Yp = Yg1 + d g1-p COSAg1-p

Xp = Xg2 + d g2.p S€NAE. p

Yp = Yg2 + d g2.p COSAg-p

E2-P

Figura 2 - Coordenadas de um ponto definidas a partir de duas
estacdes, de dois azimutes e de duas distancias.

onde:

- coordenadas do ponto (inc6gnitas);

- coordenadas da estagdo 1;

- distancia entre a estacdo 1 e o ponto;
- azimute da direcdo estacao 1 - ponto.
- coordenadas da estagdo 2;

- distancia entre a estacdo 2 e o ponto;

- azimute da direcdo estacao 2 - ponto.

Observa-se agora que existem duas maneiras de se obter as coordenadas do

ponto P. Uma através da estacdo 1 e outra da estacdo 2. Se as medidas fossem isentas de

erros, qualquer uma das solugdes levaria ao mesmo resultado, contudo isso ndo ocorre e a

solugdo que parece obvia é adotar a média como resposta ao problema, no entanto, ndo é

essa a resposta, uma vez que além de achar as coordenadas é preciso “corrigir” as

distancias e os azimutes.
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Suponha ainda que de cada uma das esta¢cdes mediu-se com equipamentos com
precisdes diferentes e com operadores diferentes. Qual das solucdes é a mais correta? E
neste tipo de problema que as técnicas de ajustamentos sdao importantes porque permitem

que se equacionem todas as nuances do problema.

1.1. Definicao

“0 ajustamento é o ramo da matematica aplicada que tem por objetivo a solugido
Unica para problemas onde o nimero de observacdes (ou medidas) é redundante e o
sistema de equacdes inconsistente, bem como a precisdo da solu¢do adotada”
Camargo (2000).

A redundéancia é representada pelo niumero de medidas a mais do que as
necessarias para se obter a solucdo e, a inconsisténcia, pelas diferentes solugdes que se

obtém quando o numero de observacbes excede o de incognitas.

A figura 3 mostra um problema passivel de ajustamento. Trata-se de uma rede
de nivelamento onde Lb1, Lb2 ... Lb12 sdo os desniveis medidos nas linhas de nivelamento
independentes. Para se determinar o desnivel entre o ponto P e a RN existem varias

possibilidades, como por exemplo:

RN Lb1

AhRNp =Lb1 + Lb8
Lb2
AhRNp =Lb2 + Lb5 + Lb7 + Lb11
Lb4 Lb8 _
. \TTLbQ<<:Ib7 Ahgyp = Lb3 + Lb10 +Lb12
Lb6 Ahgnp = Lb1 + Lb4 + Lb7 + Lb11
Lbg Pl Ahgyp = Lb3 + Lb6 + Lb5 + Lb7 + Lb11

Lb10 Ahgyp = Lb3 + Lb10 + Lb9 + Lb11
Lb12 ..

Figura 3 - Rede de nivelamento.

Estas sdo algumas das possibilidades de solucdo. Todavia a probabilidade de

cada uma delas gerar uma resposta diferente é muito grande.
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Apdbs o processo de ajustamento independentemente da solugao adotada a

resposta serd Unica.

E possivel ainda, com base nas técnicas do ajustamento, detectar a presenca de
erros grosseiros em um conjunto de observagdes, efetuar o planejamento da coleta de

dados e saber, a priori, se atenderao as prescri¢cdes estabelecidas.

2. CONCEITO DE OBSERVACAO

Segundo Camargo (2000) o termo observacdo ou medida é frequentemente
usado na pratica para referir-se a opera¢do, bem como para o resultado da operacdo. O
valor numérico da observacdo é de fundamental importancia para a ciéncia e engenharia,

pois submete o instrumento a analise e manipulacao.

Ainda em Camargo (2000), sdo listadas as propriedades fundamentais da

medida:

v Medir significa realizar uma operacio fisica, e o processo de medida consiste de varias

operagoes elementares; tais como: preparagio, calibragio, pontaria, leitura e etc.;
v O resultado do processo representa a medida;

v" A ndo ser na contagem de certos eventos, a medida é sempre realizada com auxilio de

instrumentos;

v' As medidas estdo referenciadas a um padréo, os quais sdo estabelecidos por convengio.

Medir é comparar uma grandeza a um padrdo, tendo dimensao e unidade;

v' A medida é um conceito tedrico, tal como uma abstragio geométrica usada para
distancia e angulo, os quais ndo tém equivalente direto na natureza fisica. No entanto,
tais conceitos permitem descrever certos elementos da natureza, como localizacio, area

e etc.

Para descrever certos elementos da natureza é necessario utilizar modelos,
como é o caso da forma da Terra, onde se utiliza a esfera ou o elipsdide de revolugdo. No

caso do ajustamento, o modelo que interessa é o matematico que relaciona as medidas

5
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efetuadas com as grandezas procuradas. Este é o caso das equagdes que unem a distancia e

0 azimute com as coordenadas do ponto.

2.1.Modelo Matematico

Define-se modelo matematico ao sistema tedrico ou abstrato que descreve uma
situacdo fisica ou uma série de eventos. Tal descricdo ndo necessita explicar totalmente a
situacdo fisica, mas relacionar somente os aspectos, ou propriedades de interesse. Tendo
em vista que o modelo tem o propdsito de atender um interesse particular, dependendo do

propésito, ele pode assumir formas diferentes.

Costuma-se dividir o modelo matematico em funcional e estocdstico. O modelo
funcional constitui a parte deterministica da realidade fisica e o estocastico descreve as

propriedades estatisticas das observagdes.

Um exemplo de modelo funcional, ja explorado no inicio desta apostila, é o da
determinacdo das coordenadas de um ponto a partir da distdncia e do azimute da direcao
entre esse ponto e outro de coordenadas conhecidas. Esse modelo funcional é do tipo

geomeétrico, como a maioria dos modelos adotados na area de geomatica.

O modelo estocdstico aborda a variabilidade dos resultados oriundos de
influéncias fisicas que ndo podem ser controladas, da falibilidade humana e das
imperfei¢gdes dos instrumentos de medida. De qualquer modo, ambos os modelos devem

ser tratados no ajustamento de forma conjunta.

2.2. Propriedade dos Erros de Observacao

As observacdes sdo representacdes numéricas de quantidades fisicas como
comprimento, angulo, peso, entre outras. Estas observacGes sdo obtidas através de
medidas e, portanto possuem o que classicamente se chamava de erros de observacao.
Embora este conceito esteja sendo gradualmente substituido por propriedades estatisticas

das observagdes, ainda é comum o uso convencional do conceito de erro.
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Sabe-se que, mesmo se cercando de precaucdes e cuidados especiais no
momento da obtencdo de uma medida, estas estdo acompanhadas dos inevitaveis erros de

observacdo. Este fato esta relacionado a falibilidade humana, a imperfeicio dos

equipamentos e as condicGes ambientais nas quais se processa a mensuracao.
Estes erros sdo classificados em:

a) erros grosseiros - quando o valor medido extrapola a 3 vezes o valor do desvio
padrao da medida. Esse erro é normalmente de facil deteccido e estd associado a
desatencdo do operador ou mesmo do anotador;

b) erros sistematicos - quando o valor medido é acrescido ou diminuido de uma
quantidade constante. Estes erros sao de causas conhecidas e podem ser evitados
ou minimizados por técnicas de observagdo ou por formulagdes matematicas. E o
caso do erro causado pela catenaria de uma trena que pode ser posteriormente
eliminado;

c) erros aleatério - quando existe uma flutuacdo do valor medido ao redor de um
valor dito médio. Este erro também conhecido como acidentais, estocastico ou
randémico ndo tem causa conhecido e estd intimamente ligado as propriedades
estatisticas das observacoes.

Para se proceder ao ajustamento é necessdrio que ndo existam os erros
grosseiros e os sistematicos nas observagoes. No entanto, os aleatdrios sdo modelados pelo
processo de ajustamento e distribuidos pelo critério desenvolvido separadamente por
Gauss em 1795 e Legendre em 1805, denominado método dos minimos quadrados

(M.M.Q.).

Nesta publicacdo o conjunto de medidas sera designado pelo vetor Lb (valores
observados) quando forem oriundos das proprias observacOes e estiverem contaminados
pelos erros de observacdo, e de La (valores observados ajustados) quando ja sofreram o

processo de ajustamento.

Segundo Gemael (1994), a experiéncia tem demonstrado que ao aumentar o
numero de observacdes de uma mesma grandeza, os erros aleatérios tendem a ter um
comportamento regular, de modo que a distribuicdo de frequéncia dos erros se aproxima
muito da distribuicdo normal (curva de Gauss). Este fato foi notado por Bradley no inicio do

século XVII, quando visando obter a posicao do ponto vernal através de 462 determinagoes
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da ascencdo reta do Sol, verificou que ao retirar as influéncias sistematicas conhecidas na
época e calcular os desvios em relagdo a média aritmética existia uma grande simetria e o

predominio de valores ao redor da média.

TABELA 1 - EXPERIENCIA DE BRADLEY

INTERVALOS Freq(‘;i‘;““a f2 fvi fvi 2 Fi
0,9” 1,0” 3 9 2,85 2,7075 2,3
0,3 0,9 5 25 4,25 3,6125 4,1
0,7 0,8 7 49 5,25 3,9375 71
0,6 0,7 13 169 8,45 5,4925 11,4
05 0,6 18 324 9,9 5,4450 17,0
0,4 0,5 25 625 11,25 5,0625 24,9
0,3 0,4 29 841 10,15 3,5525 31,7
0,2 0,3 39 1521 9,75 2,4375 38,7
0,1 0,2 44 1936 6,60 0,9900 44,3
0,0 0,1 47 2209 2,35 0,1175 47 4
0,0 01 47 2209 2,35 01175 47 4
01 0.2 44 1936 26,60 0,9900 44,3
0,2 03 39 1521 9,75 2,4375 38,7
03 20,4 29 841 10,15 3,5525 31,7
0,4 05 26 676 11,70 5,2650 24,9
05 206 18 324 9,90 5,4450 17,0
20,6 20,7 13 169 845 5,4925 11,4
0,7 08 7 49 5,25 3,9375 71
0,8 20,9 5 25 425 3,6125 41
20,9 1,0 4 16 3,80 3,6100 2,3
b3 462 15474 1,40 67,8150

Onde: fi  frequénciareal;

Fi  frequéncia tedrica;
vi  ponto médio de cada intervalo.

Média dos desvios

Yfivi  —1,40"
n 462

V= =-0,003"=0

Erro médio quadratico dos desvios

, _ Sfivi® _ 67,8150
n—-1 462-1

m =0,1471"* = m = 4+0,3835"

Ao se observar a Tabela 1, que reproduz os dados de Bradley, nota-se a partir da
coluna das frequéncias que existem 230 desvios positivos e 232 desvios negativos. Esses
desvios foram determinados pela diferenca entre o valor medido e a média aritmética
desses valores. A simetria e o predominio de valores ao redor da média dos desvios (zero)

8
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sugerem claramente a distribuicdo normal, visualizada no histograma e no poligono de
frequéncia na figura 4. Ao se comparar a frequéncia real com a tedrica (Fi) verifica-se uma

impressionante concordancia de valores.

Histograma

Poligono

N

Sy

B

21,0 09 -08 -07 -06 -05 -04 03 -02 -01 o0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1,0
Intervalo

Figura 4 — Histograma e poligono de frequéncia da experiéncia de Bradley.

Existem outros exemplos praticos que demonstram esta tendéncia. A partir
desta constatacdo pode-se afirmar que quando o nimero de observagoes cresce:
v Os residuos de mesmo médulo e sinais opostos sdo equiprovaveis;

v Os residuos menores ocorrem com menor frequéncia;
v' A média dos residuos é praticamente nula.

O predominio de residuos com um sinal deve servir de alerta para a existéncia

de algum erro sistematico.

2.3.0 conceito de precisao e exatidao

O termo acurdcia é utilizado na drea de geomatica para indicar a qualidade de
uma grandeza observada ou de um parametro estimado. No entando, o termo precisdo
também é usado com o mesmo emprego. Isto demonstra haver uma confusdo quanto ao
significado destes dois vocdbulos. Inicialmente é preciso esclarecer que essas palavras tém

origem na lingua inglesa, accuracy e precision, que foram traduzidas respectivamente por
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acuracidade (exatiddo) e precisdo. A relacdo desses dois conceitos estd intimamente ligada
ao0s erros sistematicos e aos aleatdrios. Em Monico (2009), onde se discute essa tematica, é

citada a seguinte definicdo proposta por Mikhail e Ackermann (1976, p. 64):
Acurdcia é o grau de proximidade de uma estimatda seu parametro (ou valor
verdadeiro), enquanto precisdo expressa o graardgsténcia da grandeza medida com
sua média. A acuracia reflete a proximidade de graadeza estatistica ao valor do

parametro para o qual ela foi estimada e que greasta diretamente ligada com a
disperséo da distribuigéo das observacdes.

Analisando essa definicdo percebe-se que a precisdo estd ligada apenas aos
efeitos aleatdrios da medida (erro aleatdrio) enquanto que acuracia envolve erros

sistematicos (tendéncia) associados aos erros aleatorios.

Os mesmos autores citados por Monico (2009) apresentam uma medida de
acurdcia proposta por Gauss denominada Erro Médio Quadratico (EMQ) ou em inglés
“mean square error” (MSE) dada por:

2
n
&

MSE = m? = E{(p — E{(®)}")} = o5 + (b)* = Z.=17

onde: E{(p)} Esperanca matematica ou valor esperado para a variavel p !

2

Op representa a dispersao das medidas (variancia ou incerteza)
b representa a tendéncia ou vicio do estimador

g7 quadrado dos erros verdadeiros

n numero de elementos da amostra ou de observacoes

Essa expressdo, para amostras grandes, é praticamente igual a média
guadratica dos erros verdadeiros (g). Por definicdo o erro verdadeiro € é a diferenca entre

um valor observado (ou medido) e o tomado como referéncia (conhecido).

1 Esperanc¢a matematica E{ } ou valor esperado é a média ponderada dos valores que a variavel aleatdria
ou fun¢do assume, usando-se, como pesos para ponderagio, as probabilidades correspondentes a cada
valor.

10
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Para se entender a idéia imagine dois atiradores a e b e um alvo onde os dois
atiraram (figura 5). Observa-se que o atirador a tem os tiros mais concentrados enquanto o
atirador b tem os tiros mais dispersos. No entanto o centro da concentracdo dos tiros de b

esta mais proximo do centro do alvo do que a do atirador a. Pode-se entdo afirmar que:

v o atirador a tem uma precisio maior que o
b.

v/ existe um erro sistematico maior
conduzindo os tiros mais precisos de a.

v' aacurdcia ou exatiddo dependera da
dispersao (precisdo) e do erro sistematico.

Figura 5 - Tiros de dois atiradores em um alvo.

Mikhail e Ackermann (1976) apud Monico (2009) fazem a analise do problema
através dos histogramas que representam trés conjuntos de medidas (p1, p> € p3) de uma
mesma grandeza (figura 6).

Frequéncia

f(p) A b

tendéncia

@)
y
E{ (. p=E{(b)y=E{(,)  Crandeza

Figura 6 — Histogramas sobre precisdo e acurdcia.

11
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Observando os histogramas pecebe-se que as esperangas E{(p;)} e E{(p,)}
coincidem com o valor de referéncia p (“correto”). A diferenca reside na dispersdo que é
maior em p,. Assim pode-se afirmar que p; e p, embora ndo apresentem erro sistematico
(tendéncia), ndo sdo igualmente acurados uma vez que possuem precisoes distintas, ou
seja, p1 € mais acurado que p,. Por outro lado, a esperan¢a E{(p3)}apresenta um erro
sistematico ou tendéncia, representado pelo valor “b”, o que implica em se afirmar que ps

ndo possui acuracia.

Analisando sé o aspecto da precisdo, deixando de lado as questbes de
tendéncia, pode-se afirmar pela ordem que p; é a mais precisa que p3 que por sua vez é

mais precisa que p.

Para a area das mensuragdes, como dito anteriormente, a acurdacia representa a
qualidade da observacdo ou, a confianga que se tem no resultado obtido a partir de um
numero de medidas. Se o valor de referéncia da medida for conhecido, é possivel se
estimar a tendéncia e eliminar os possiveis efeitos sistemdticos nas medidas. Porém,
guando isso ndo acontece, utiliza-se a prépria precisdao como um indicador da acuracia. A
adocdo da precisdo como acurdcia ndo implica em dizer que a tendéncia ndo exista, mas
gue apenas ndo se conhece o seu valor. Esse é o caso da maioria dos processos de medida
e assim, para evitar a presenca dos erros sistemdticos, é necessdrio que se utilizem
equipamentos aferidos e métodos consagrados de observacdo. Este procedimento ndo

garante a total auséncia de tendéncia, mas, com certeza, € um método seguro de evita-la.

Finalmente podem-se extrair as seguintes afirmag¢des de Monico (2009):
v Dois valores médios iguais podem ter precisdes diferentes;

v" Nio faz sentido dizer que um valor acurado é preciso ou nio, pois a precisio faz
parte da prépria definicao de acuracia;

v Dada a precisdo de uma grandeza, o valor de sua acuracia é no minimo igual a ela;

v Conhecido o valor da tendéncia, a acuracia é, no minimo, igual a ela.
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Exemplo 1 - Suponha que vocé quer testar a capacidade profissional de trés topégrafos. Para
tanto vocé mediu uma distdncia com uma estacdo total que sera, para efeito de calculo,
considerada “correta”. Os trés topégrafos fizeram a mesma medida com trena. Baseado nos
valores obtidos por eles, qual é o mais acurado?

Topografo Distancia Precisdo
1 99,90 m +2cm
2 100,01 m + 3cm
3 100,00 m + 5cm

Distancia com estacdo = 100 m => valor de referéncia

Partindo-se da equagdo proposta por Gauss => EMQ = m? = 0]23 + (b)? e considerando que 100 m é o

valor de referéncia, podem-se obter os erros sistematicos para as trés medidas, ou seja:
b; =99,90m — 100m =-0,10m; b, =100,01m —100m =0,01m; b3 =100m —100m = Om.
Aplicando a equagdo para os trés casos:
m?,=(0,02 m)?+(-0,10 m)?2=0, 0104 m?
m?,=(0,03 m)?2+ (0,01 m)?=0,0010 m?
m?;=(0,05m)?+ (0,0 m)?=0,0025 m?
Extraindo-se a raiz quadrada dos trés valores obtidos, tem-se a acurdcia de cada topdgrafo.
m 1=0,102 m;
m,=0,032 m;
m 3 =0,050 m;

Observa-se que se ndo fosse conhecido o valor de referéncia, o topdgrafo 1 seria considerado o mais
confidvel, pois o desvio padrao de suas medidas é o menor. No entanto, nota-se que o topdgrafo 2 apresenta
a maior acuracia e, na sequéncia, o topdgrafo 3, que é o de pior precisdo. Como na maioria das vezes ndo se
tem conhecimento de valores de referéncia, reforga-se assim a afirmativa de que se devem utilizar

equipamentos aferidos e seguir as normas de levantamento indicadas.
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3. PROPAGACAO DAS COVARIANCIAS
3.1.Variavel aleatoria.

Variavel aleatdria (v.a.) é uma funcdo que associa a cada elemento de um
espaco amostral um numero real, ou aquela, cujo valor é o resultado numérico de um
experimento aleatério. Considerando que cada medida resulta em um Unico valor, o

conjunto destas medidas constitui uma v.a.

Dependendo dos valores numéricos, a variavel aleatdria podera ser discreta ou

continua. Ela é dita:

discreta quando assume valores em pontos isolados ao longo de uma escala (niimero
finito ou infinito enumeravel de valores). Exemplo: os valores possiveis de se obter
quando se joga um dado ou uma moeda.

continua quando assume qualquer valor ao longo de um intervalo (niimero infinito ndo
enumeravel de valores). Exemplo: conjunto de medidas de um mesmo dngulo dentro de
uma série.

Se o conjunto que constitui a v.a. é de mesma natureza, diz-se que ele é uma
varidvel aleatéria unidimensional. Entretanto, quando no conjunto tém-se grandezas de
natureza diversa, diz-se que é uma v.a. multidimensional. Por exemplo, o conjunto
constituido por uma série de medidas angulares é uma v.a. unidimensional, e o conjunto

constituido por azimute e distancia, € multidimensional.

3.2. Matriz varidncia-covariancia (M.V.C.)
A estimativa de precisdo de uma v.a. é fornecida pelo desvio padrdo dessa
varidvel (0;). Quando se tem uma v.a. multidimensional, a precisdo é representada pela

matriz variancia covariancia () que é formada pelas variancias (Jiz) dos i individuos ou

elementos que compde a v.a., e pelas covariacias (g;) desses mesmos elementos. A raiz
guadrada das variancias fornece a precisdo e a covariancia indica o grau de dependéncia ou

relacdo entre dois elementos dessa v.a.
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Por exemplo, as varidncias g/ e covaridncias 0; de um conjunto de n
observagdes (Lb) podem ser dispostas de maneira a formar uma matriz quadrada (nxn),

representada por 2, ou seja:

2
Ot Owubz -+ Fiaion
2
Yy = Oar b2 -+ Oipaien
b — . . . .
o 0, o’
LbnLbl LbnLb2 e Lbn

A matriz 2, simétrica (g = 0j), recebe o nome de matriz variancia-covariancia
(M.V.C.), ou simplesmente matriz covariancia (M.C.). No caso das observacbes serem

independentes entre si, as covariancia serdo nulas e 2, se degenera numa matriz diagonal.

3.3.Matriz de correlacao

Na matriz variancia-covariancia, como dito anteriormente, a variancia (Jiz)

fornece, através da extragdo da raiz quadrada, a precisdo de cada v.a. e a covariancia (Gj)

indica que existe dependéncia entre elas.

A matriz dos coeficientes de correlacdo, derivada da matriz variancia-

covariancia, fornece o grau de dependéncia entre as diversas v.a.

g. . . ~
_ i - coeficiente de correlacdo entre a
1 ,012 pln onde: IOij —ﬁ va ieaj- ¢
_ p21 1 ce pZn I .
p=|" LT . o
Jj - covariancia entre av.a.ie aj
pnl 10n2 o 1
i, Oj - desvio padrdo dasv.a.iej.

Os valores dessa matriz variam entre -1 e 1, sendo que se:

| @il =1 - dependéncia é total

| @i| =0 -independéncia é total

Na diagonal principal o valor igual a 1, mostra que a correlagcdo entre uma

varidvel com ela mesma é de 100%, o que é uma constatacao logica.
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Exemplo 2 — Dada a matriz variancia-covariancia da v.a. A, calcule a matriz de correlagao

associada.
36 18 12
2A=[18 9 0 | m?
12 0 16

Extraindo-se a raiz quadrada dos elementos da diagonal principal tém-se as precisGes dessas varidveis.

O,1=V36=6m; 0;=V9=3m; g,3=V16=4m.

Aplicando-se a equagdo da correlagdo:

I} 18
=iz _ =1=100%

Pataz = Oa1x0az 6 X3
1 1 05
G, 12 )
Patas = — o = =0,5=50% pA=| 1 1 o0
Oa1x0a3 6 X4 05 0 1
o, 0
pa2a3=ﬂ= =0=0%

Ouax0az 3 X4

A matriz de correlagdo mostra que o grau de dependéncia entre as v.a. a; e a, é de 100%, ou

seja, existe 100% de probabilidade de que um erro cometido na medida ou calculo de a; interfira no calculo

de a,.

No caso de a; com a; essa dependéncia é de 50% e entre a, e a; é de 0% o que mostra a total

independéncia entre essas duas ultimas varidveis.
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3.4.Lei de Propagacio das Covariancias

Consideremos duas v.a. multidimensionais Y e X, ligadas por um modelo

funcional linear:

mlemannxl-'-mCl

onde: G - matriz dos coeficientes;

C - matriz dos termos independentes.

A Lei de propagacdo das Covaridncias nos diz que se conhecermos a matriz
variancia-covariancia da v.a. X (Zx) e o modelo funcional que a relaciona com a v.a. Y, a

matriz variancia-covariancia dessa matriz (2y) é calculada por:
SY = G.IX.G'
ou seja, é obtida pela simples multiplicacdo de matrizes.

Quando o modelo funcional ndo é linear, a Lei de Propagacao toma a seguinte

forma:

SY=D.ZX.D'

oF . ~ ~ .
onde D = o €@ derivada da funcdo em relagdo aos valores medidos.

Este conceito é muito importante porque através dele é possivel se determinar
qual a precisdo das coordenadas de um ponto obtidas com um equipamento de onde se

conhece a sua precisao.
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Exemplo 3 - Foram realizadas as medidas de 5 dire¢bes (di, d,, d3, ds e ds) com um
equipamento cuja precisdo angular é de 5”. Pretende-se calcular os angulos a;, a,, as e a4
entre essa direcbes conforme a figura 7. Ao se determinar o angulo entre duas direcdes,

gual sera a precisdo do resultado obtido?

A priori alguém poderia imaginar que a precisdo seria
os mesmos 5”. Outro acharia que seria o dobro. A

propagacao das covariancias resolve o problema.
a3

O primeiro passo é determinar o modelo funcional,
d4

ou seja, aquele que mostra a relagdo entre as dire¢es e os
a,

angulos:
ds
al=d2—d1 31=‘1d1+1d2+0d3+0d4+0d5
Figura 7 — Esquema de leituras de angulos. a,=d;—d; ay= -1d,+0d,+1d;+0d,+0d;s
a3=d4—d3 ou dz = 0d1+0d2—1d3+1d4+0d5
04=d5—d4 a; = 0d1+0d2+0d3—1d4+1d5

Este modelo pode ser escrito na forma matricial e assume o seguinte formato:

dl
al [-1 1 0 007" [0
a|_[-10 1 00 d2 0| <=> A=GD+C
a, 00 -1 10 d3 0
a, 00 0 -11 ‘110
_d5_

O segundo passo reside em se determinar a matriz variania-covariancia das dire¢Ges (2d). Sabendo-se

que a determinacgdo das dire¢es é independente, pois o erro cometido em uma nado afeta a outra, conclui-se

. ~ . . - L A 2 _ 2
que a matriz em questdo possui elementos apenas na diagonal principal e iguais a variancia (J; = 25'%), ou

seja:

25 0 0 0

0 25 0 0
>d=/0 0 25 0 0"

0 0 0 25 0

0 0 O 25
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Finalmente no terceiro passo procede-se a multiplicagdo.

25 0 0 0 O -1 -1 0 O
-11 0 00
0 25 0 0 O 1 0 0 O
-1 0 1 00O
2 A= x0 0 25 0 Ox 0 1 -1 O
00 -1 10
0O 0 0 25 O 0 0 1 -1
00 O0-11
0O 0 0 0 25 0 O 1

50 25 0 0
25 50 -25 O,
A: n
z 0 -25 50 —25()

0 0 -25 50
A partir desta matriz variancia-covariancia podem-se fazer algumas consideragées:

a precisdo dos angulos ay, az, az e as sdo iguais a 0,=7,07” (0, = \/ﬁ);

existe covariancia entre as variaveis a; com az, azcom az e az com dy;

nao existe covariancia entre as variaveis a; com asz, a; Com d4 € dz; com ay;

o fator de correlacio entre a; com az, az com az e az com a4 a menos do sinal, é
numericamente igual ao valor determinado pela equacgdo de correlagio.

AN

25
=————=05 ou 50%
Pasz = 5075707
Este fator de correlagdo indica que o grau de dependéncia é da ordem de 50% ou seja, que existe 50%
de probabilidade de que um erro cometido no calculo da varidvel aj interfira no cdlculo da varidvel a,. No
caso das correlagdes entre a, com az e a3 com ay, o valor é negativo, ( Py2q3 = -50% € O,344 = -50%) 0 que indica

que existe 50% de chances de que um erro cometido no calculo da varidvel a, ou a; interfira no calculo da

variavel a; ou a, respectivamente e, se isso ocorrer, afetara no sentido inverso.
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Exemplo 4 - Um observador com uma estacdo total mediu o azimute da direcdo 01 e a
distancia entre as estacdes 0 e 1 a partir do ponto 0 cujas coordenadas sao (0, 0) (figura 8).
Os valores obtidos foram respectivamente, Ap; = 60° e dp; = 2.000 m. Considere que ele
utilizou um equipamento cuja precisdo angular é de 5” e a linear de £ 5mm * 5ppm. Quais

sdo as coordenadas do ponto 1 (x;,y;) e a respectiva precisdao?

A Da mesma forma que no exemplo anterior, o primeiro
passo é estabelecer qual o modelo matematico que faz a
d //’1 ligacdo entre os valores medidos (Ay; e dy;) com os valores
A 01/// procurados (x4,y:).
\01
e A férmula é bastante conhecida da topografia:

X =X +dy,Senfy

Figura 8 — Coordenadas de um ponto definidas Yi=Yo + d01 COSA01
a partir de uma estagdo, de um
azimute e de uma distancia.

Observa-se que esta formula é do tipo ndo linear e, portanto o modelo de propagacdo é o seguinte:
Y. xy=Dx>Y AdxD'

A matriz D é obtida derivando-se parcialmente as equagGes de x; e y; em relagdo ao azimute Ay; e a

distancia dy;, obtendo-se as seguintes expressoes:

0%, 0%,

—1=d,, xcosA,, =1.000m = senA, =0,866025
aA 01 Abl ad '%1

‘332 = —d,, xsenA, =-1.732,08n —‘;3(;1 = cosA,, =0,500000

colocando-se estes valores na matriz D, vem :

_[ 100000m 086602
| -173205m 0550000
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Definida a matriz D, o passo seguinte é montar a matriz variancia-covariancia das observacses.

2
UA o Ad
2
JdA Jd

2 Ad=
O valor da variancia do Azimute é oriundo da precisdao angular do equipamento.

0% =(5") =25"

Embora este valor esteja correto, é necessario passa-lo para radianos porque, ao se proceder a

multiplicacdo entre as matrizes, se estard misturando metro com segundo de arco.

n 2
5 ﬂ -10 .
X =5,876107 x 10 " radianos.

Entdo o valor de O'i = (3600 180°

A variancia da distancia também é originada da precisdo do equipamento (04 =+ 5mm % 5ppm).

512000m

o’ :(opoam
1000000

2
J = (0,015 m)” = 0,000225 m’

As correlagbes  Opg = Oya = 0 porque ndo existe nenhuma dependéncia entre o azimute e a

distancia, ou seja, um erro no azimute ndo afeta a distancia e vice-versa.

Finalmente a matriz varidncia—covariancia das coordenas é obtida da seguinte multiplicacdo:

S wy= 100000m 0866025 | 587610%10™"° 0 100Q00m - 173205m
|- 173205m 050000 0 0,00022%7 | | 0866025 0500000
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0,00075636 -0,00092034 ,
2 Xy = m
-0,00092034 0,0018191

Da matriz variancia-covariancia obtém-se as precisdes das coordenadas x; e y; . Entdo :

X;= 0+2000xsen(60°) =1.732,05m e ¢, =./0,00075636
y1=0+2000xcos(60°) = 1.000,00m e o, =/0,0018191
ou seja,
x;=1.732,05 m * 0,0275m

y; = 1.000,00 m = 0,0426 m
O grau de dependéncia entre as v.a. x; e y; é calculada pelo coeficiente de correlagdo

Prays = -0,00092034 _ 2846 ou -78,5%
Y2 0,0275%x0,0426

Este valor mostra que existe uma forte correlagdao entre as duas varidveis e que um erro em

uma delas afeta a outra em 78,5% e no sentido inverso.

O exemplo 4 teve apenas o propdsito de demonstrar como se propagam as
covariancias, e por esta razdo, no enunciado, o observador mediu diretamente o azimute.
Na pratica, isso ndo acontece, o que se faz é determinar o angulo azimutal através da
técnica das direcOes. Neste caso é necessario se fazer a propagacao dos azimutes. No

proximo exemplo este processo serd abordado e ficara mais claro.
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Exemplo 5 - Executou-se uma poligonal eletronica aberta a partir de um vértice de
coordenadas e azimute inicial, conhecidos. Com os dados do levantamento calcule as
coordenadas do ponto 3 e verifique qual a precisdao dessas coordenadas considerando um

equipamento cuja precisdo angular é de 2” e a linear de 3mm + 10 ppm.

Nn

Figura 9 — Croqui da poligonal eletrénica aberta medida.

A, = 45°00°00” (azimute inicial)

Valores observados (Lb)

Angulos horizontais Distancias

o, = 40° 200 10”7 d;= 6.000m
a,= 209° 47" 59" d,= 3.000m
az= 202° 00 17" d;= 1.500m

12 Passo — Modelo funcional

X; = X, +d; XsenA+d, xsenA+d, xsenA

Ys =Y, + 0, XCOSA +d, XCOSA, +d, XCOSA, W

Na equagdo observa-se que apenas o valor observado d; aparece. Isto ocorre porque na pratica

nao se |é o azimute diretamente, e sim a direcdo. Entdo é necessario se estabelecer a equacdo que envolve os

angulos medidos 0; com os azimutes.
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N N“

Figura 10 — Determinagdo dos azimutes a partir do azimute inicial e dos angulos horizontais.

Da figura se extrai as seguintes equagdes:

Ay =Ag+ 0, = 85020'10”
A, = A + Oy + 0, —180° =115°08’ 09” (3)

A;=Ay+0Q,+0,+03;—360° =137°08 26"

que genericamente pode ser escrita como :

A=A+ a-(-)080
i=1n

Escrevendo as equagdes acima sob a forma matricial vem:

Al |1 00| |a A
Al=11 1 0x|a,|+|A-18CP|=A=Gxa+C
Al 111 |a| |A-360C

analisando a equacao, conclui-se que ela é do tipo linear e a propagacao utiliza a férmula

SA=GZaG'
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Assim

100 (4% 0 O 111 |4 4 4
>A=|1 1 0|x{ 0 4 0 |x/0 1 1|=|4 8 87
111 0O 0 4%/ |0 01| |4 8 12

. ~ 2 ~ . .
Os valores desta matriz estdo em “° Para ndo se ter problemas com unidades, estes devem ser convertidos

. . 74 ~ 2 . T 2
em radianos. Existe um modo pratico quando os valores estdo em “ que é multiplicar por sen”( 1”).
Entdo:

4 4 4 9402 9402 9402
YA=|4 8 8 |BZerfl'=| 9402 18304 18304|x10"radianos
4 8 12 9402 18304 28205

Calculada a propagacdo para o azimute passa-se a propagacdo para as coordenadas. Substituindo as equacgdes

(2) em (1).

X3 = X, +d;senA+d,senh +d,senA
Y; =Y, +d, COSA +d, CosA, +d, CosA,

Estas equacgbes, por causa das fungbes trigonométricas sdo do tipo ndo linear e, portanto,

utilizam outra forma de propagacao.
Sxy=DZ,, D'

A matriz D é obtida derivando-se parcialmente as equacdes de x; e y; em relagdo aos azimutes A; e as

distancia d, obtendo-se as seguintes expressdes:

0 0

6231 = d, X CosA = 487,862m a%j = seni = 099668883

ax 0X

a—Az =d, xCcosA, = -1.274,297 m 30, - SenA = 0,90530332
2

) ox

ﬁ - d3 X COS% - _1099'537 m 573 = sen,g = 0,68020218
3

0 0

a—ﬁ =-d,xsenA = -5980,133m Sr=cosA = 0,08131035
1

¥, -4 xsenh = -2.715910m s CosA, = -0,42476569

oA - od, -

0y, %

—3 =-d,xsen = - —3 =cos = -

on - % A 1.020,303 m 2, Ay 0,73302455
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Substituindo os valores na matriz D

O 0% 0% 0% Ox 0%

D=|0A 0A 0A od od, ad,

; Oy O Oy Oy Oy

oA 0A, 0A, od, od, od,
[ 487862m -1274297m -1099537m 099668883 090530332 0,68020218
"[— 5980133n - 2715910m - 1020303an 0,08131035 - 0,42476569 —0,73302455}

Finalmente monta-se a matriz variancia-covariancia das observagses.

2
On Opn2 mpas Omar a2 O pas
2
Opom Oa Opons Opoar Opod2 9 poas
2
| Tnm a2 Ops Opasr Oazaz Oazas | _ Z A Z Ad
2Llb= 2 =
O Oqin2 Ogias 041 Oz Ogus Z dA z d
2
Ogoma a2n2 Tazas Tgoam Oy O 4243
2

_Jd3A1 Og3n2 Og3pz Tazn gz Og43 |

Os valores da matriz variancia-covariancia dos azimutes ja foram determinados na propagac¢do dos
angulos para os azimutes e basta substituir na matriz 2A. Contudo falta ainda calcular as varidncias das
distdncias 2d. Como as distancias ndo sdo correlacionadas entre si e nem com os azimutes, as covariancias

que relacionam estas varidveis sdo nulas. Entdo:

0., = 000am+ 19X 0000 _ . 52 = 0003969
1000000

Oy = 0;)03m+M = 0033n= 02, = 0,001089n°
1000000

0., = 000am+ 20X 1900 _ 1 41— 62, = 0,00032417
1.00C.00C

Substituindo-se pelos valores numéricos:

[9402x10™*  9402x10™  9402x107™ 0 0 0
9402x107"  18804x10™  18804x107™ 0 0 0
5 p=| 9402x107  18804x107  28205x10™ 0 0 0
0 0 0 0,003969M° 0 0
0 0 0 0 0,001089M° 0

o 0 0 0 0 0,000324m° |
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Finalmente basta proceder a multiplicacdo para obter a matriz variancia-covariancia das

coordenadas x3, 3

0,0059631 0,002403
Y XgYs = m?
0,0024035 0,010683

A partir da matriz variancia-covariancia extraem-se as precisdes das coordenadas do ponto 3.

X3 = 9.716,346 m £ 0,0772 m
y3=-1.885,972 m£0,1034 m

O grau de dependéncia entre as v.a x; e y; é calculada pelo coeficiente de correlagdo

0,0024035

= 29023095 _3011= 30,1
Py = 0077201034 '

Este valor mostra que existe uma baixa correlagdo entre as duas varidveis e que um erro em uma delas

tem 30,1% de probabilidade de afetar a outra.

Os exemplos 4 e 5 demonstram que a priori ndo se pode prever qual o grau de correlagdo entre
duas varidveis antes de se efetuar a propagacao. No exemplo anterior, o grau de correlagdo é de -78,5%

enquanto neste, atinge 30,1 %.

Neste exemplo calculou-se o valor da precisdo do terceiro ponto diretamente. Para se saber
qual o valor do ponto 1 e 2 basta eliminar alguns elementos das matrizes D e 2ZLb. Procedendo-se desta forma

encontram-se os seguintes valores.

X; = 5.980,133 m £ 0,0630 m
yi= 487,862 m*0,0582 m

Pxy1=1,3%

X; = 8.696,043 m £ 0,0710 m
y2= -786,435m £0,0896 m

Xy, =13,7 %
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4. SISTEMA DE EQUACOES LINEARES E 0 METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS
4.1.Resolucao de Sistema de Equacoes Lineares

Dada uma equacdo do tipo

ax =1L
" ”

onde: X é um valor incognito, L é um valor conhecido e “a” é uma constante

qgualquer. Entdo a solucdo é:

No entanto, quando se tem um conjunto de equagdes formando um sistema, a

solugdo ndo é tao direta.
Vamos imaginar um sistema de equacgdes

A1X1 + asXo + azxXs = L1
X1 + asXo + agXs = Lo
azXy + agXz + agXz = L3

Escrevendo este sistema na forma matricial

nAuX1 = nl1
onde: A - matriz formada pelos coeficiente a;
X - vetor formado pelos valores incdgnitos x;
L - vetor formado pelos termos conhecidos L;
n - nuamero de linhas (no exemplo é igual a 3)
u - numero de colunas (no exemplo é igual a3)
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No caso de matrizes as operagbes possiveis sdo a soma, a subtracdo e a

multiplicacdo, ndo existindo a divisdo. Deste modo a solucdo é dada por:

—_ -1
n Xl_UAJ ><u Li
onde: A é a matriz inversa® de A.

4.2.0 Método dos Minimos Quadrados

Quando um sistema de equagbes possui 0 nimero de equacgles iguais ao de
incoégnitas a solucdo é Unica. No entanto, quando existem mais equacdes que as
necessarias, deve-se agrupa-las de forma que se tenham vdrios sistemas formados pelas
combinacOes destas equacdes. Na teoria, independentemente do conjunto que se escolha,

tem-se sempre a mesma solugéo.

Entretanto, quando se trabalha com dados reais, pela propria caracteristica
estocdstica das observagdes, via de regra, se faz mais medidas que as necessdrias. Cada
observacdo (Lb) resulta em uma equacdo e, como toda medida vem acompanhada de erros
aleatérios, o sistema de equag¢des resultante é inconsistente. E necessario entdo se
proceder a uma homogeneiza¢cdo do sistema de modo que independente do conjunto de

equacoes que se escolha tenha-se sempre a mesma solugao.

Esta homogeneizagdo é alcangada adicionando uma corre¢ao, também

conhecida como residuo (vi), a cada observacdo de modo a tornar o sistema consistente.

Lby + vy

a1 Xy + azXo

Lby + vy

Az Xy + agXo.

asXy + agXe = Lbs +v3

2 Uma matriz é dita inversa quando ao se pré-multiplicar ou pés-multiplicar a matriz original por ela,
obtem-se a matriz identidade (A-1.A = A.A'l = I). Para que uma matriz possua inversa é necessaria que ela
seja ndo singular (determinante diferente de zero) e que seja quadrada (nimero de linhas igual ao
numero de colunas).
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ou no formato matricial

AX = Lb+V

Dependendo do critério que se escolha para definir os valores desses residuos,

tém-se solucbes diferentes para a incognita X , que agora € um valor estimado, por essa
razdo aparece o sinal circunflexo sobre a v.a. Entretanto, o critério aceito é o do Método
dos Minimos Quadrados (M.M.Q.), proposto por Gauss em 1795 e Legendre em 1805 que

estudaram o problema de forma independente, sem que um, conhecesse o estudo do

outro.

O M.M.Q. diz que a soma do quadrado dos residuos tem que ser minima, e

pode ser expresso matematicamente:

n
Z:vi2 =min
i=1
Na forma matricial:
V'V = min

Para o caso de observacbes com graus diferentes de confianca introduz-se o

critério de peso, e as equacdes passam a ser escritas:

n
> pv =min ou V'PV = min

i=1
Isolando o vetor dos residuos na equagao matricial, vem:

V = AX - Lb
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Substituindo no critério de M.M.Q.

Y% r v : T AT T v; :
o=(AX -Lb) ({AX -Lb)=min <=> @=(X"A" -Lb"){{AX - Lb)=min
@=X"ATAX - XTA"Lb-Lb" AX + Lb"Lb =min
XTA'Lb = Lb" AX 3 entdo
@=XTATAX —2XTA"Lb+ Lb"Lb = min

Para se determinar o minimo da fungdo deriva-se esta em relagdo as incégnitas e iguala a

zero:
g—; =2ATAX -2A'Lb=0  =>  2ATAX=2A"Lb
Finalmente
X = (AT A)*(ATLD)
Se derivarmos novamente
5°

o5z = A A>0

o resultado é maior que zero indicando que a funcao resultante da 12 derivada representa

um ponto de minimo.

Considerando observa¢des com graus diferentes de confianca a matriz dos

pesos entra como fator de ponderagdo e a equagdo assume o seguinte aspecto:

~\r
3 Matematicamente X' A'Lb = (Lb-r AX) , entretanto elas sdo matrizes unitarias (com um tnico

valor) e pode-se dizer entdo que X' ATLb=Lb" AX .
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X = (ATPA*(ATPLD)

Esta equacdo representa a solugdao dos minimos quadrados.

4.3. Condicionamento de Sistemas

Um sistema é dito mal condicionado quando, pequenas variacdes nos valores
dos coeficientes ou dos termos independentes significa uma grande variacao na solu¢do do

problema. Este fato ficara compreendido com o exemplo a seguir:

Dado o sistema de equacdes

x; + x, =10 ou na forma matricial 11 x| % = 10
x1—2x2 = -5 1 -2 X2 -5

cuja solucdo é x1=5e x=5

Se introduzirmos uma pequena variagao no termo independente, por exemplo,

1 1 N X | 1001
1 -2] |x -5
o resultado passa a ser x; =5,007 e x,=5,003.

Observa-se que esta pequena variagdo introduziu uma pequena variacdo na

resposta do problema. Este é o exemplo de um sistema bem condicionado.

Agora repetindo a experiéncia com outro sistema

x1 + x =10 ou na forma matricial 11,
1,001x, + x, = 10,005 1001 1

] o

cujasolucdoé x;=5e x,=5
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Efetuando uma pequena alteracdo no termo independente, vem

o 1) s0

o resultado passa a ser x; =100 e x, =-90.

Nota-se agora que uma variagao ndao muito significativa resultou numa solugao

completamente diferente. Quando isso acontece, diz-se que o sistema é mal condicionado.

Este tipo de problema é importante porque os sistemas de equacdes utilizados
na area da geomatica sdo formados por valores observados e sabe-se que os erros de

observagdo acompanham estes nUmeros.

Embora ndo seja um critério conclusivo, quando o determinante da matriz dos
coeficientes resulta em um numero pequeno e em contra posicdo a matriz inversa é
composta por elementos grandes, geralmente este é um indicador de mal

condicionamento.

Nos exemplos acima se verifica que no primeiro caso o determinante é igual a

H =-3 esuainversavale:

€ no segundo Ccaso

A= -0po1 i _[~1000 1001
€ ~| 1000 -1000
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5. METODOS DE AJUSTAMENTO DE OBSERVACOES

As observacOes sao classificadas em diretas, indiretas e diretas condicionadas.

As diretas sdo aquelas onde se utiliza um medidor de mesma natureza que a
grandeza procurada. Por exemplo, quando se emprega uma trena para medir uma distancia

ou um teodolito para um angulo.

Ao contrario, sdo classificadas como indiretas quando se mede uma grandeza
que se relaciona funcionalmente ou fisicamente com o valor procurado. E o caso de se
determinar uma distancia por estadimetria, onde se |é os fios, superior e inferior, da estadia

e se obtém a distancia entre o aparelho e ela.

Finalmente é classificada como direta condicionada quando além de ser direta,
existir uma condicdo funcional. E o caso da medida dos angulos de um tridngulo. Se forem
medidos apenas dois, a medida é direta, no entanto se o terceiro angulo for medido, passa

a existir a condicdo de que o somatdrio tem que ser 180°.

Em qualquer das situa¢cdes, quando os valores ndo forem do mesmo grau de

confianca, emprega-se o critério de pesos diferentes.

Cada um destes casos utiliza um método de ajustamento especifico.
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5.1. Ajustamento de observacoes diretas
5.1.1. Estimativa pontual: média.

Quando se mede varias vezes a mesma grandeza, o melhor estimador para, ela
dependendo da amostra, é a média aritmética ou a ponderada. Pode-se demonstrar que
este critério atende o dos minimos quadrados, no entanto isso ndo sera feito aqui. A

equacdo para a média é a seguinte:

- " oL
ou Lb:—z‘izlp "

n Db

onde: Lb - média aritmética dos valores observados

Eb - média ponderada dos valores observados

Lb; - valores observados
pi - pesos das observacgdes
n - namero de elementos da amostra

A primeira equacdo é a da média aritmética e a segunda da ponderada.

5.1.2. Estimativa da precisao: Desvio Padrao.

No tdpico 2.3 foi demonstrada a diferenca entre acuracia e precisdo. La fica
claro que a precisao refere-se a dispersdao das medidas ao redor de um valor médio e estd
intimamente ligada aos erros aleatdrios. Esta grandeza é calculada através do desvio-

padrdo (0) que, no caso, deve considerar o duplo sinal ().
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Gauss definiu que o desvio padrado é a raiz quadrada da média do quadrado dos

erros verdadeiros (Gemael, 1994, p. 88), ou seja:

onde: g  -desvio-padrao

giz - quadrado dos erros verdadeiros
n - numero de elementos da amostra ou de observacoes

Entretanto, a ndo ser em alguns casos como os angulos de um poligono
fechado, ndo se tém como determinar o erro verdadeiro. Neste caso, se utilizam os erros

aparentes que sdo calculados através dos residuos (vi) em relacdo a média, ou seja:

n - n (7, 2
e \/Zv 2 (m-Ln)
n-1 n-1
Esta equagdo calcula o desvio padrao de uma amostra ndao ponderada

(observacgGes de igual confianca).

Na drea de geomatica, os valores utilizados nos calculos, geralmente sdo
resultado de uma série de observacées de onde se determina o valor mais provavel, ou
seja, a média. Neste caso, a estimativa de precisdo que se necessita ndo diz respeito a

amostra, mas sim a média. Assim é necessario que se calcule o desvio padrdo dela.

A demostracdo de como se chega a esta equacdo pode ser encontrada em

Gemael, 1994, p. 89.
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No caso de medidas de desigual confianga as equagbes ficam assim

modificadas:

b~

n-1 ) (n _1)2:1:1 P, _ \/z:‘ﬂ P

n -~ n -~ _ 2 R
&:i\/zizlpi(l—b_l-b.)z e G. =+ zizlpi(Lb Lh) _ g

5.1.3. Estimativa por intervalo

A estimativa por intervalo de confianca fornece dois valores entre os quais,
deve estar um parametro populacional estimado, com certa probabilidade, ou nivel de

confianca. Escrevendo em linguagem matematica:
Pl@a<e<h)=1-a
onde: aeb -extremosdo intervalo
€ -valor estimado

o - nivel de significancia

1-a -graude confianga

O valor do nivel de significancia normalmente é prefixado. Na area de

geomatica costuma-se usar 10%, 5% ou 2%.
Supondo o valor a = 5%, entdo:
Pla<e<hb)=0,95

A expressao acima indica que hd 95% de probabilidade ou confianga de que a

varidvel estimada € esteja entre os valores a e b.
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5.1.3.1. Intervalo de confian¢a para a média

O intervalo de confianca pode ser aplicado na média em funcdo do desvio

padrdo da média amostral. A expressdo para o cdlculo é a seguinte:

P| Lb-d, [ <u<lb+6, =1-
b ™ %qL H b ™ %qL a
2 2
onde: b - média amostral
o Tb - desvio padrdo da média aritmética amostral
GL - graus de liberdade*

- valor interpolado da tabela de distribuicio de STUDENT com

t
1- %:GL probabilidade de 1- % e GL.

U - média populacional

Esta expressdo indica que existe (1-0)% de probabilidade de que a média

populacional esteja entre os valores extremos.

No caso de medidas com desigual confianca, a expressdo acima assume a

seguinte forma:

P[Eb—@ ¥, spslb+o @ , J:l—a
1-—GL

b = %.qL :
2 2

onde: Eb - média amostral ponderada

o ip - desvio padrao da média ponderada

4 Graus de liberdade é o nimero de observagdes ou equagdes a mais que o necessario para resolver um
problema ou sistema de equagdes. No caso de observagdes diretas, os graus de liberdade sao calculados
por GL =n - 1, porque basta uma tnica observagio para se conhecer o valor da grandeza.
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5.1.3.2. Intervalo de confianc¢a para a variancia e desvio padrao
Da mesma forma que para a média, pode-se aplicar o intervalo de confianca

para a variancia. A expressao para este caso é a seguinte:

2

~2 ~2
p 02 [GL <o? JZEBL —1-g
X 1- 26 X .6
onde: &2 -variincia amostral
GL - graus de liberdade
- valor interpolado da tabela de Qui-Quadradocom GL=n-1e
probabilidades de 1- Z e %

X

Na area de geomatica substituem-se os valores medidos pelo valor médio e

neste caso na férmula, se substitui a varidncia amostral pela variancia da média.

GL
1-a ou

No caso de medidas com desigual confianca a expressdo acima assume a

=1l-a

seguinte forma:
=2 =2
P 0-GL o< o, GL
2 2
- X g;GL
2
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Para se obter o intervalo do desvio padrdo basta extrair a raiz quadrada dos

extremos calculados, ou seja:

< = Para medidas de igual confianca

< = Para medidas de desigual confianca.

Exemplo 6 - Um angulo foi medido dez vezes, com o resultado mostrado na tabela a seguir.

Calcule os estimadores pontuais e os por intervalo de confianca.

n Lbi n Lbi

1 120° | 31" | 40,17 6 “ “ 42,4”
2 “ “ 41,2” 7 “ “ 43,0”
3 “ “ 40,8” 8 “ “ 40,7”
4 “ “ 42,17 9 “ “ 41,9”
5 “ “ 42,9” 10 “ “ 41,5”
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1 Calculo dos estimadores pontuais:

Medida Lbi (b-1b) (TJo ~Lb, )2
1 120° | 31’ | 40,1” 1,56 “ 2,4336
2 “ “ | 41,2” 0,46 “ 0,2116 “*
3 “ “ | 40,8 0,86 “ 0,7396 “
4 “ “ | 42,1” -0,44 “ 0,1936 “
5 “ “ | 42,9” -1,24“ 1,5376 “
6 “ “ | 42,4” 0,74 “ 0,5476 “*
7 “ “ | 43,07 -1,34“ 1,7956 “*
8 “ “ | 40,7 0,96 “ 0,9216 “
9 “ “ | 41,9 -0,24 0,0576 “*
10 “ “ | 41,5” 0,16 0,0256 “*
Y 1200° | 310’ | 416,6” > 8,4640 “*

a) média aritmética

> Lb To= 1200 310'4166

= - 10
n

b=

b) desvio padrdo da amostra

1b=120%3141,66"

— 2
5.:i/2‘42:i/2('b"-bu) = g=+84040 _ (9608
n-1 n-1 10-1

¢ ) desvio padrdo da média

2
G o=x| XN o =2 | 84840 o067
b n(n-1) b 100L0-1)

Lb

A 0,9698
0 =——

J10

= +0,3067
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2 Calculo dos estimadores por intervalo de confianga:

Para se calcular utilizando intervalo de confianca é necessario escolher um nivel de significancia. Entao

supondo um nivel de significancia a = 5%.

a) Calculo do intervalo para a média:

Dos estimadores pontuais se obtém os valores
1b=120°31'41,66" ; 0y =0,3067"

Ovalorde t «  €éobtido na tabela de distribuicdo de Student (pag. 43) com
1- —GL
2

l1-a =1-0,05=0,95=95%
a =5%=005 =
1-a/2 = 1-0,05/2=0,975

entio = t o750 = 226
GL=n-1 GL=10-1=9

Obs.: No Excel esse valor pode ser obtido pela fun¢do INV.T(1 - a/2;GL).

assim,
P(120°31'486" - 0,3067'12,26 < p < 120°31'466" + 0,3067'(2,26) = 95%
P(120 B14166" - 0,6931< 1 <120 B14166" + 0,693]) = 95%
P(120 B14097"< 1 <120 B14235') = 95%

Esta expressdo nos diz que a média populacional tem probabilidade de 95% de estar entre os

valores 120°31'40,97” e 120°31'42,35".

Se aumentarmos o nivel de significancia (p.ex. 10%) e, consequentemente, diminuirmos o nivel
de confianga (90%), este intervalo é diminuido, o que mostra que quanto maior o nivel de significancia mais

rigoroso é a determinagao do intervalo.
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o(t)

1-a

Percentis da distribuicdo de Student (ti-q)

P 0550 0,600 0,650 0,700 0,750 0,800 0,850 0900 0950 0,975 0,990 0995

GL
1 0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1,376 1,963 3,078 6,314 12,71 31,82 63,65
2 0,142 0,289 0,445 0,617 0,817 1,061 1,386 1,886 2920 430 696 943
3 0,137 0,277 0,424 0,584 0,765 0,979 1,250 1,638 2,353 3,18 4,54 5,84
4 0,134 0,271 0,414 0,569 0,741 0941 1,190 1,533 2,132 2,78 3,75 4,60
5 0,132 0,267 0,408 0,559 0,727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,57 3,36 4,03
6 0,131 0,265 0,404 0,553 0,718 0906 1,134 1,440 1943 245 314 3,71
7 0,130 0,263 0,402 0,549 0,711 0896 1,119 1,415 1,895 236 3,00 3,50
8 0,130 0,262 0,400 0,546 0,706 0,889 1,108 1,397 1,860 231 290 3,36
9 0,129 0,261 0,398 0,544 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,26 2,82 3,25
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879 1,093 1,372 1,813 223 2,76 3,17
11 0,129 0,260 0,396 0,540 0,697 0,876 1,088 1,363 1,796 2,20 2,72 3,11
12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,696 0,873 1,083 1,356 1,782 2,18 2,68 3,05
13 0,128 0,259 0,394 0,538 0,694 0870 1,080 1,350 1,771 216 2,65 3,01
14 0,128 0,258 0,393 0,557 0,692 0,868 1,076 1,345 1,761 2,14 2,62 2,98
15 0,128 0,258 0,393 0,536 0,691 0866 1,074 1,341 1,753 2,13 2,60 295
16 0,128 0,258 0,392 0,535 0,690 0,865 1,071 1,337 1,746 2,12 2,58 2,92
17 0,125 0,257 0,392 0,534 0,689 0863 1,069 1,333 1,740 2,11 2,57 2,90
18 0,127 0,257 0,392 0,534 0,688 0,862 1,067 1,330 1,734 2,10 2,55 2,88
19 0,127 0,257 0,391 0,533 0,688 0861 1,066 1,328 1,729 2,09 2,54 2,86
29 0,127 0,257 0,391 0,533 0,687 0,860 1,064 1,325 1,725 2,09 253 285
21 0,128 0,257 0,391 0,533 0,686 0,859 1,063 1,323 1,721 2,08 2,52 2,83
22 0,125 0,256 0,390 0,532 0,686 0,858 1,062 1,321 1,717 2,07 2,51 2,82
23 0,127 0,256 0,390 0,532 0,685 0,858 1,060 1,320 1,714 2,07 2,50 281
24 0,127 0,256 0,390 0,531 0,685 0,857 1,059 1,318 1,711 2,06 249 2,80
25 0,127 0,256 0,390 0,531 0,684 0856 1,058 1,316 1,708 2,06 2,49 2,79
26 0,128 0,256 0,390 0,531 0,684 0,856 1,058 1,315 1,706 2,06 2,48 2,78
27 0,125 0,256 0,389 0,531 0,684 0,855 1,057 1,314 1,703 2,05 2,47 2,77
28 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,855 1,056 1,313 1,701 2,05 2,47 2,76
29 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,311 1,699 2,05 246 2,76
30 0,127 0,256 0,389 0,530 0,683 0,854 1,055 1,310 1,697 2,04 246 275
40 0,127 0,255 0,388 0,529 0,681 0,851 1,050 1,303 1,684 2,02 242 2,70
50 0,126 0,255 0,388 0,528 0,679 0,849 1,047 1,299 1,676 2,01 240 2,68
60 0,126 0,255 0,387 0,527 0,679 0,848 1,046 1,296 1,671 2,00 2,39 2,66
70 0,126 0,254 0,387 0,527 0,678 0,847 1,044 1,294 1,667 199 238 2,65
80 0,126 0,254 0,387 0,527 0,678 0,846 1,043 1,292 1,664 199 237 2,64
90 0,126 0,254 0,387 0,526 0,677 0,846 1,042 1,291 1,662 199 237 2,63
100 0,126 0,254 0,386 0,526 0,677 0,845 1,042 1,290 1,660 198 2,36 2,63
200 0,126 0,254 0,386 0,525 0,676 0,843 1,039 1,285 1,652 197 2,34 2,60
300 0,126 0,253 0,386 0,525 0,675 0,843 1,038 1,284 1,649 197 2,34 2,59
400 0,126 0,253 0,386 0,525 0,675 0,842 1,037 1,283 1,648 196 2,33 2,58
500 0,126 0,253 0,385 0,525 0,675 0,842 1,037 1,283 1,647 196 2,33 2,58
600 0,126 0,253 0,385 0,525 0,675 0,842 1,037 1,283 1,647 196 2,33 2,58
700 0,126 0,253 0,385 0,525 0,675 0,842 1,037 1,282 1,646 196 2,33 2,58
800 0,126 0,253 0,385 0,524 0,675 0,842 1,037 1,282 1,646 196 2,33 2,58
900 0,126 0,253 0,385 0,524 0,675 0,842 1,037 1,282 1,646 196 2,33 2,58
bt 0,126 0,253 0,385 0,524 0,675 0,842 1,037 1,282 1,645 196 233 2,58
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b) Calculo do intervalo para a variancia da média:

2 ~2
ST APPEIiC
2 2
X 1-Z6L X%;GL

Adotando o mesmo procedimento do calculo anterior vem:
g% =(0,3067")* = 0,09406489'*

o valor da variavel x2 é obtida de uma tabela (pag. 45) com

GL=9

)(%9759 =1902
1- 0/2 = 0,975 = )

Xoozse = 270
o/2 =0,025.

Obs.: No Excel esses valores podem se obtidos pela fungdo INV.QUIQUA(a/2;GL) e INV.QUIQUA(1-
a/2;GL).

substituindo os valores na formula vem:

> _ 0094064899
S0’ <
1902 270

P( 0,094064899 _ j - 95

P(0,04452 < 0% < 031352) = 95%

Extraindo-se a raiz quadrada da expressao acima se obtém o intervalo para o desvio padrdao da média

populacional.
P(0211< 0 < 0560)=9%%

Esta expressdo nos diz que o desvio padrdao da média populacional tem probabilidade de 95% de estar

entre os valores 0,211” e 0,560”.

Novamente, se o nivel de significancia for aumentado e, consequentemente o nivel de confianca

diminuido, o intervalo também diminui.
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oX?)

2
Xia

Distribuicao de Qui-Quadrado (x2)

0,005 0,010 0,025 0,050 0,100 0,250 0,750 0,900 0950 0,975 0,990 0,995

GL

1 000 0,00 000 000 002 010 1.32 2071 3,84 5,02 6,64 7.88

2 001 0.02 0.05 010 0.21 0.58 2,77 4,61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 0,07 012 0,22 035 058 121 4,11 6,25 7.82 935 11,35 12,84
4 021 030 049 071 1,06 1,92 539 7,78 949 11,14 13,28 14,86
5 041 055 083 1.15 1.61 2,68 6.63 9.24 11.07 1283 15.09 16.75
6 068 087 124 164 220 346 7.82 10.65 12,59 1445 1681 1855
7 099 124 169 217 283 426 9,04 12,02 14,07 16,01 1848 2028
8 134 165 218 273 349 507 1022 1336 1551 17.54 20.09 2196
9 1,74 2,09 270 333 417 590 11,39 14,68 1692 19,02 21,67 23,59
10 216 256 3,25 394 487 674 1255 1599 1831 2048 2321 25,19
11 260 305 382 458 558 758 13,70 1728 19,68 2192 24,73 26,76
12 3.07 357 440 523 630 844 1485 1855 21.03 2334 2622 2830
13 357 411 5,01 589 7,04 930 1598 19,81 22,36 24,74 27,69 29,82
14 4,08 4,66 5,63 6,57 7,79 1017 17,12 21,06 23,69 26,12 29,14 31,32
15 460 523 626 726 855 1104 1825 2231 2500 2749 3058 32380
16 514 581 691 796 931 1191 1937 2354 2630 2885 32,00 34.27
17 570 641 756 867 10,09 12,79 2049 24,77 2759 3019 3341 3572
18 627 7,02 823 939 1067 1368 21.61 2599 2887 3153 3481 37.16
19 684 763 891 1012 11,65 1456 22,72 2720 30,14 3285 36,19 38,58
29 743 826 959 1085 1244 1545 23,83 2841 3141 3417 37.57 40,00
21 803 890 1028 11,59 13,24 1634 2494 29.62 32,67 3548 3893 4140
22 864 954 1098 1234 14.04 17.24 26,04 3081 3392 3678 4029 42380
23 926 10,20 11,69 13,09 14,85 1814 27,14 32,01 3517 38,08 41,64 4418
24 989 10,86 12,40 1385 1566 19,04 2824 33,20 3642 3936 4298 4556
25 1052 11,52 13.12 14.61 1647 1994 2934 3438 37.65 40.65 4431 4693
26 11.16 12,20 13.84 1538 17.29 20.84 3042 3556 3889 4192 4564 4829
27 11,81 1288 14,57 16,15 18,11 21,75 31,53 36,74 40,11 43,19 4696 48,29
28 1246 13,57 1531 1693 1894 22,66 32,62 3792 4134 4446 4828 5099
29 13,12 1426 16,05 17,71 19,77 23,57 33,71 39,09 4256 4572 4959 52,37
30 13,79 1495 16,79 1849 20,60 24,48 34,80 4026 43,77 4698 5089 53,67
35 17,19 1851 20,57 22,47 2480 29,05 4022 46,06 49,80 5320 5734 60,28
40 20.71 2216 2443 2651 29.05 33.66 4562 5181 5576 5934 63.69 6677
45 24,31 2590 2837 3061 3335 3829 5099 5751 6166 6541 6996 7317
50 2799 29,71 3236 3476 37,69 4294 5633 63,17 6751 71,42 7615 79,49
55 31.74 3357 3640 3896 4206 47.61 61,67 6880 7331 7758 8229 8575
60 3553 37.49 40,58 4319 4646 5229 6698 7440 79.08 8330 8840 9195
65 39,38 41,44 44,60 4745 5088 5699 7229 7997 8482 8918 9442 9811
70 4328 4544 4876 5174 5533 61,70 7758 8753 9053 9502 1004 104.2
75 47,21 4948 5294 56,05 5980 6642 8286 91,06 96,22 1008 1064 1103
80 51,17 53,54 57,15 6039 6428 71,15 8813 96,58 1019 1066 1123 1163
85 55,17 57.63 6139 6475 6878 7588 9339 1021 1075 1124 1182 1223
90 59.20 6175 6565 69.13 7329 80.63 9865 1076 1131 1181 1241 1283
95 63,25 6590 6993 7352 7782 8538 1039 1130 1188 1239 130,0 1342
100 67,33 7007 7422 7793 8236 90,13 1091 1185 1243 1296 1358 140,2
110 7555 7846 8287 8679 9147 99.67 119.6 1294 1355 1409 1474 1519
120 83.85 8692 91,57 9571 100.6 1092 1301 140.2 1466 1522 159.0 163.6
130 92,22 9545 1003 1047 1098 1188 140.5 151.0 1576 163.5 1704 1753
140 100.7 1040 1091 1137 1190 1284 1509 1618 1686 1746 1818 186.8
150 1091 112,7 1180 1227 1283 1380 1613 1726 179.6 1858 193.2 1984
200 152,2 1564 162,7 1683 1748 186.2 213.1 226.0 234.0 2411 2494 2553
250 196,2 2009 2081 2144 2218 2346 2647 2791 2879 2957 3049 3113
300 2407 2460 2539 2609 2691 2831 3161 3318 3414 350.0 3599 366.8
400 3309 3372 3465 3546 3642 380.6 418.7 4366 447.6 4573 4687 476.6
500 4223 4294 4399 449,1 4599 4783 521.0 5409 553.1 553.1 5765 585.2
600 5145 5224 5340 5442 5561 5763 523.0 6448 6581 6581 6835 893.0
700 607.4 6159 6286 639.6 6525 6744 7249 7484 7627 7627 790.0 800.1
800 700,7 7099 7235 7354 7492 7727 8266 8517 8669 8669 896.0 907.0
900 7945 8043 8188 8314 8461 871.0 9282 9548 9709 9709 1002.0 1013.0
1000 8886 8989 9143 9276 9431 969.5 1030.0 1058.0 1075.0 1090 1107.0 1119.0
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Exemplo 7 - Um angulo foi medido em quatro etapas, conforme a tabela abaixo. Adotando

pesos proporcionais ao numero de observagdes calcule os estimadores pontuais e por

intervalo de confianca.

5 i ne de . ~ ~ 2
n | angulos (Lbi) o i plb (Cb-Lh) | p(Cb-Lb)
1| 80° | 50 | 127 6 2 | 1600 | 1000 | 24" 1,75" 6,1250"2
2 “ “« | 147 3 1 80° 50’ 14” -0,25” 0,0625"*
3 “ “« | 127 9 3 | 2400 | 150' | 36” 1,75” 9,1875"
4 “ “« | 18" 6 2 | 160° | 1000 | 36" -4,25" 36,125">
)2 24 8 | 640° | 400" | 110” 51,500”°
1 Estimadores pontuais:
a) Média ponderada
n
b= Zizl pLh Ty 64000010° | oo
—n = B ——— ,
2P
b) Desvio padrdo da amostra ponderada
n T h 2
G=+ Zi:l pi(Lb Lb') = @'211/ 5]50021414"
c) Desvio padrao da média ponderada
~ g 414
Op, =t——— - G, =+ -6
Zizl P \/é
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2 Calculo dos estimadores por intervalo de confianga:

Para se calcular utilizando intervalo de confianca é necessario escolher um nivel de significancia. Entdo

supondo um nivel de significancia o = 5%.

a) Calculo do intervalo para a média:

P[[b‘@'[b[ﬂ a S,US Eb+5'~ Ki a ]:1—0!
1-—;GL

1-Z.aL Lb
2
da tabela de Student  tq.5; = 318 entéo:
P( 8050375 1461 318< u< 805375+ 1461 31@ =95

P( 805M0P% 1 < 805AKT )=9F%

b) Calculo do intervalo para a variancia da média

o-GL o-GL
P ——<g?<—t— |=1-qg
2 2
X 1-ZieL X 26l
2 2
da tabela de qui-quadrado
)(2 00253 = 0,22 e )(2 09753 = 935 entdo:

j =95% = P(0687s<0?<29077)=95%

Extraindo-se a raiz tem-se o intervalo de confianca para o desvio padrdao da média populacional

P(083'<o <539 )=99%
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5.2. Ajustamento de observacgoes indiretas
As observacbes sdo classificadas como diretas, indiretas e diretas
condicionadas. As diretas, como visto no item anterior, sdo ajustadas usando-se a média

aritmética, ou ponderada, em funcdo dos dados serem de igual ou desigual confianca.

As indiretas envolvem um modelo matematico que relaciona o que foi medido
com o que se quer determinar. Como exemplo pode-se medir um azimute e uma distancia

para obter-se a coordenada de um ponto.

As diretas condicionadas utilizam uma equacdo de condi¢do ligando todas as
medidas. Como exemplo pode-se afirmar que a soma dos trés angulos internos de um

triangulo é igual a 180°.

Se ao montarmos o sistema de equacdes que descreve observagdes indiretas
for possivel isolar pela igualdade os valores incognitos (parametros) dos valores

observados, resolve-se pelo método paramétrico.
F(Xa) = La

Entretanto, se no sistema de equacdes nao for possivel isolar os parametros dos

valores observados, a solucdo é dada pelo método combinado.
F(Xa, La)=0

Finalmente, se as observacGes forem do tipo diretas condicionadas, a solucdo é

dada pelo método correlato e, neste caso, s6 estardo envolvidas observacgdes.

F(La)=0
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5.2.1. Método Paramétrico

As equacbes que relacionam os valores medidos com os incognitos, também
denominados parametros, sdo conhecidas como equacdes de observacdo. A caracteristica

delas é que se pode separar observacdo de incognita.
F(Xa) = La

Onde F(Xa) é uma funcdo que envolve as incégnitas (parametros) e La as
observacdes ajustadas, ou seja essa equacao relaciona aquilo que se esta procurando com a

variavel medida.

fazendo Xa = Xo+ X

La=Lb+V
onde: Xa - parametros incégnitos ajustados
X0 - parametros aproximados
X - corregdes aos parametros aproximados
La - valores observados ajustados
Lb - valores observados
V - corregdes aos valores observados (residuos)
Entdo F(Xo +X)=Lb+V

O primeiro termo da igualdade normalmente é uma fung¢do do tipo ndo linear,

portanto a sua linearizagdo é feita por Taylor:

Fxo)+25 ] X =Lb+v

xa=x0
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A= oF

fazendo Lo = F(Xo0) e =
o0Xa

vem:

xa=x0
Lo+AX=Lb+V = AX +Lo-Lb=V
fazendo L=Lo-Lb
Finalmente AX+L=V
gue é a equacao linearizada no método paramétrico.
Aplicando o método dos minimos quadrados nesta Ultima equacao
@ =V'PV=(AX+L)P(AX +L) = min

Derivando essa equacdo e igualando a zero encontra-se um ponto de minimo.

Esse procedimento ja foi realizado de forma andloga no item sobre o M.M.Q. Assim:

X =-(ATPA) Y(ATPL)

Fazendo N=(ATPA) e U=(A"PL)
X=-NU <=> Xa=Xo+X

Que é a solucdo de M.M.Q. para o método paramétrico.

5.2.1.1. Qualidade do ajustamento.

Apds o ajustamento é preciso verificar a qualidade dos resultados. No método

dos minimos quadrados aplica-se um teste de hipdtese para verificar se estatisticamente o

sigma a priori (ag ), valor tedrico normalmente igual a 1, é “igual” ao sigma a posteriori

(4Z), valor calculado.
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O valor do sigma a posteriori é calculado pela seguinte equacao

~» VTPV
g, =
GL
onde : \% - vetor dos residuos
P - matriz dos pesos

GL=n-u - Grausde liberdade’
n - numero de observac¢des ou equacdes superabundantes

u - numero de parametros incégnitos

A matriz peso normalmente é definida como sendo a inversa da matriz

variancia-covariancia das observagdes vezes o fator sigma a priori.
— 2 -1
P=0; XL

Para se comparar o sigma a priori (62) com o sigma a posteriori (63) utiliza-se
um teste de hipotese que pode ser bicaudal ou unicaudal. No teste bicaudal, a hipdtese
basica (Ho) define que estatisticamente sigma a priori é igual ao sigma a posteriori, contra a

hipdtese alternativa (H1) que sigma a priori é diferente do sigma a posteriori.

No caso do teste unicaudal, a hipdtese basica (Ho) define que estatisticamente
sigma a priori é igual ao sigma a posteriori, contra a hipdtese alternativa (H1) que sigma a

priori € maior que o sigma a posteriori.

Hipotese BICAUDAL UNICAUDAL
Ho : oé = 6¢ oé =6¢
H1: ol + 68 aé > 6¢

5 No caso de sistemas de equagdes, os graus de liberdade sdo determinados pelo nimero de equagdes a
mais que as incognitas de um problema.
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Para fazer essas comparagdes utiliza-se a distribuicdo de qui-quadrado ( x?)
onde se define valores tedricos, formando um intervalo onde Ho é valida, no caso da

bicaudal, ou apenas, um unico valor tedrico, no caso da unicaudal (figura 11).

Esses valores tedricos sdao definidos a partir do nivel de significancia (0) e

dos grau de liberdade (GL = n —U.

X x>
[t Ho m Ho H1
2 2 2
X a/2;GL=n-u X 1-0a/2;GL=n-u X 1-0a;Gl=n=u
Teste bicaudal Teste unicaudal

Figura 11 - Teste de hipétese com a distribui¢ao X2 . Caso bicaudal e unicaldal.

A partir do estabelecimento dos limites calcula-se um qui-quadrado amostral

pela seguinte express3o:

A2
Va :%GL =VTPV = considerando que o¢ = 1;
UO

Para a hipdtese Ho ser considerada valida esse valor calculado deve estar na

area de aceitacdo, como mostra a figura 11, ou seja:

P(Xj/Z;GL < )?2 < X12—0/2;GL) =l-a

=> caso bicaudal

P()?z = Xlz—a;GL) =1l-a

=> caso unicaudal

Se a hipdétese Ho for considerada valida o ajustamento ndo apresenta

problemas e a qualidade dele esta atestada.
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No caso da hipdtese alternativa H1 ser valida, o ajustamento apresenta

problemas que podem ter como causa:

a) modelo matematico inadequado;

b) modelo estocastico inadequado ao se superestimar as observagdes e gerando uma
matriz dos pesos com valores muito grandes;

C) presencga de erros grosseiros na amostra, o que afeta os valores dos residuos;

Embora existam as duas possibilidades de teste (uni e bicaudal), utiliza-se o

unicaudal para testar a qualidade do ajustamento.

5.2.1.2. Matriz variancia covariancia dos parametros, das observacoes e dos
residuos

Neste método a matriz variancia-covaridancia dos parametros é obtida

diretamente da matriz normal invertida (N*) mais um fator de variancia da unidade de peso

a posteriori. (G7)

D Xa=6; N

A matriz variancia-covaridncia dos valores ajustados é obtida pela seguinte

equacao:
D La=465 AN [A

e a matriz variancia-covariancia dos residuos por:

DV =G;QAIN[A" -P™)
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5.2.1.3. Sequéncia pratica de calculo

Quando se pretende ajustar pelo método paramétrico existe uma sequéncia de

procedimentos que facilitam o cdlculo.

12 Passo - Define-se o modelo matematico que liga parametros com observagées;

22 Passo - A partir da matriz varidncia-covariancia das observagdes, se estabelece a matriz dos

pesos;
32 Passo - Atribuem-se valores aproximados aos parametros incégnitos gerando o vetor Xo;

42 Passo - Calcula-se o vetor L = Lo - Lb.O vetor Lo é obtido substituindo-se nas equacdes de
observagdo os parametros por seus valores aproximados e o vetor Lb é montado com as

observacdes.

52 Passo - Gera-se a matriz dos coeficientes (A). Se o modelo é ndo linear é necessario derivar as
equagoes de observacdo em relagido aos parametros e substituir nestas derivadas, os parametros

por valores aproximados;

62 Passo - Calculam-se as matrizes N = ATPA (matriz normal) e a matriz U = ATPL;
72 Passo - Inverte-se a matriz normal (N-1);

82 Passo - Calcula-se o vetor de corre¢do aos parametros aproximados X=- N1 U;

92 Passo - Calculam-se os parametros ajustados (Xa) e retorna-se ao quarto passo no caso de
modelo nio linear, fazendo Xo = Xa. Procede-se desta forma até que o vetor das corregoes (X)

tenda a um valor que se considere igual a zero.

102 Passo - Encerrado o processo de iteracdo, calcula-se o valor das observacdes ajustadas

substituindo-se os parametros ajustados nas equagdes de observacao.
La =F (Xa)

112 Passo - Calcula-se o vetor dos residuos fazendo a diferenca entre os valores observados

ajustados e os observados. V = La - Lb ou aplicando-se a equa¢do matricial AX+L=1V;
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122 Passo - Calcula-se o valor de sigma a posteriori

G2 = VTPV

°  GL

132 Passo - Aplica-se o teste de hipdtese. Se o teste for bem sucedido calculam-se as matrizes

variancia-covariancia dos parametros, dos valores observados e dos residuos. Caso contrario, se

analisam os dados para procurar inadequacdes no modelo matematico e/ou estocastico ou erros

grosseiros nos dados.

Esta sequéncia de calculo ndo precisa ser seguida exatamente nesta ordem,

mas, ela privilegia uma légica no calculo.

Exemplo 8 - A partir de quatro marcos com coordenadas conhecidas foi medida a distancia

a um ponto central. Calcule as coordenadas desse ponto, ajuste as distancias observadas e

determine a precisdo dos valores ajustados.

Figura 12 - Croqui ilustrativo do problema.

Marco X (m) Y (m)
M1 842,281 925,523
M2 1337,554 996,249
M3 1831,727 723,962
M4 840,408 658,345

Caderneta de Campo

n Lbi (Distancias) PrecisGes (0)
1 244,512 m +0,012m
2 321,570 m +0,016 m
3 773,154 m +0,038 m
4 279,992 m +0,014 m
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12 Passo — Modelo matematico

Inicialmente devemos levar em conta que os parametros procurados sdo as coordenadas do ponto
central P, que foram observadas distancias e finalmente, que se conhecem as coordenadas dos marcos. Entdo

a equacdo que envolve todos esses valores é a equacgdo da reta, ou seja:

La, =+/(xm —xp, )’ +(ym - yp,)’

i=14
onde: XM, ym - sdoascoordenadas dos quatro marcos
XP,,YP, - sdoascoordenadasdo ponto P (parametrosincdgnitos) ajustadas
La; - sdo as distancias observadas ajustadas

Observa-se que neste modelo os parametros estdo de um lado da igualdade e as observagdes do outro.

22 Passo — Matriz dos Pesos

A matriz dos pesos e formada pela matriz inversa da variancia-covariancia das observagdes. As

observagdes ndo sao correlacionadas. Entdo:

1 _ 0 o |
(0p12? 0 0 0 (oo
0 0 0
L, = 0 (0016) 0 0 | oo (0p16)°

0 o (0038® 0 0 ° 2 F O

0 0 0  (0p14) g 1
0 0 0 .
i (0014 |

Obs.: embora a matriz varidncia-covaridncias das observacdes possua unidade (m?) a matriz dos pesos
é adimensional.

32 Passo — Atribui¢do de valores aproximados aos parametros.
Pode-se utilizar varios critérios para se estabelecer um valor inicial, como por exemplo, obter o
valor médio entre os quatros marcos, ou ainda, escolher arbitrariamente um valor. Independentemente do

valor escolhido, apds algumas iteragGes, os parametros convergem para uma Unica resposta. Adotando, para

efeito de exemplo, os valores da penultima iteracdo como valores iniciais aproximados.

1065,2 m
=1 8252m

56



IFG - INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIAS E TECNOLOGIA DE GOIAS

AJUSTAMENTO DE OBSERVAGCOES — 2016/1 — PROF. NILTON RICETTI XAVIER DE NAZARENO

42 Passo — Calculo do valor L

L=Llo-Lb e Lo_F(Xo)

J(842281-10652)° +(925523-8252)° | [24445365m
L = V([1337544-10652)? + (996 249~ 825,2)? _| 32160382m

J (1831727-1065.2)" + (723962-825,2)° 77318353n
(840408-10652)° + (658345-825,2)° 279,95006m

244,45365] [244512] [-0,05835m
| 321,60382| |321570| | 0,03382m
" | 77318353 | | 773154 | 0,02953m

279,95006| |279992| |-0,04194m

52 Passo — Matriz dos coeficientes (A)

0O modelo matematico é do tipo ndo linear. Deste modo é necessario se determinar as equagoes

derivadas da funcdo em relagdo a xp e yp e substituir nelas os parametros aproximados.

La, = \/(Xm - Xpa)2 + (ymi _ypa)2

OF(La) _ _XM-=XP_g 919907 OF(La) __YM-YP_ 4410397
oxp Lo, oyp Lo

OF(La,) _ _ XM, =Xp _ g 945837 OF(La,) __YM=YP__ 5531867
oxp Lo, ayp Lo,

OF(Lay) _ _ xm,—xp _ -0,991391 OF(La;) __ym —yp_ 0130937
oxp Lo, oyp Lo,

OF(La,) _ XM, ~XP_ 4505977 OF(la) . _ym-¥P gs96017

oxp Lo, oyp Lo,
Colocando estes resultados na matriz dos coeficientes:

0911907 -0,410397
_|—0846831 -0,531862

-0991391 0130937
0802972 0596017
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62 Passo — Calculo da matriz N (normal) e da matriz U

N=APA eU=A'PL

694444 0 0 0 0911907 -0,410397,

_| 0911907 -0,846831 —0,991391 0802972 0 390625 0 0 -0846831 -0,531862
- {— 0,410397 -0531862 0130937 0,596017} 0 0 69252 0 -0991391 0130937
0 0 0 510204| | 0802972 0596017

_112.546,34@8B 1.512,3141
1.512,3141 4.098,9158

694444 0 0 0 -0,0583
_| 0911907 -0846831 -0991391 080297 0 390625 O 0 0,03382
_{— 0410397 -0531862 0130937 0,59601% 0 0 69252 0 0,0295
0 0 0 510204| | -0,0419

U [ 673510
- 28,8255

72 Passo — Calculo da matriz inversa de N

. _[0083414 -0.03078 _
-0.03078 0,25532

82 Passo — Vetor de corregdo aos parametros.

0,055294

_ Nt _
X=-NU = X=|_0013371
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92 Passo — Parametros ajustados.

—0,013371m

a

_[10652m] [ 0,055294m] _[1.0652553m
" | 8252m 825,1866m

Voltando com esses valores no 4° Passo fazendo Xo = Xa, obtem-se

0,000000

X= [—0,000002

Este vetor de correcdo pode ser considerado igual a zero e, portanto chegou-se ao valor

ajustado para as coordenadas do ponto P.

a

_11.065,2553m
825,1866 m

102 Passo — Calculo dos valores observados ajustados

|(842281-1.065,2558 +(925523-825,186§ | [244,50956
J(1337544-1.065,255) +(996249-825,186% | _|321,56411
J(1831727-1.065,2558 + (723962-825,186§ | | 773,12696
\/(840408-1.065,255p +(658345-825,186F | L279,98649

L, =

112 Passo — Calculo dos residuos

24450956n| | 244512m| | -0,0024m

3215641In 3215570m -0,0059m
V=Lla-Lb o V= ! - ~ =

77312696n | | 773154m -0,0270m

27998649n| | 279992m| |-0,0055m

122 Passo — Cdlculo do sigma a posteriori.

VPV=08383 = g2 08383_g 10,
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132 Passo — Teste de Hipdtese

Embora exista o teste bicaudal, alguns autores entendem que o unicaudal é mais representativo e por

essa razao ele sera empregado nesse exercicio.

Hipdtese bésica Ho: = o = 6¢
Hipdtese alternativa H1: = o > 6¢
qui-quadrado amostral X =V'PV

2 =08383

Determinagdo do )(2 tedrico.
Considerando o = 10% de nivel de significancia = 1-0a=90%

GL=n—-u=4-2=2(graus de liberdade)

2 Aoca - Y2 —
Da tabela de X” obtém-se: x 0902 = 461

P(0,8383< 461) =90%

Como o qui-quadrado amostral é menor que o tedrico, entdo a hipdtese Hy é considerada valida, e

neste caso considera-se que o ajustamento ndo apresenta problemas.

142 Passo — Calculo das matrizes variancia-covariancia

D Xa=G;IN" = yXa=

0,00003496 -0,0000129 o
-0,00001290 0,0001070
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Y La=0; [AINT[A
SV =62 AN A -PY)

56753 —1856 - 44147 - 3328
-1856 43732 16520 - 45680
- 44147 16520 39546 -13218
- 3328 -45680 -13218 48203

YL, = x107°m?

3602 1856 44147 3328
56 63566 — 16520 45680

YV = 18 35 & b x10°m?
44147 -16520 565684 13218

3328 45680 13218 33047

A partir destes resultados monta-se uma tabela resumo:

n Distancia medidas (m) | + o (m) | Distancia ajustadas (m) +0 (m)
1 244,512 0,012 244,50956 0,008
2 321,570 0,016 321,56411 0,007
3 773,154 0,038 773,12696 0,006
4 279,992 0,014 279,98649 0,007

Coordenadas (m) + 0 (m)

Xp 1.065,2553 0,006

yp 825,1866 0,010

Buoyp = -21,09 %

A partir desse exemplo, observa-se que a grande diferenga entre um processo de compensacgao,
comum em topografia, com o de minimos quadrados, é que no segundo, além de se ter a coordenadas

ajustadas, tem-se também a estimativa de precisdao dos valores envolvidos.
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5.3.Ajustamento de observacoes diretas condicionadas

As observacGes diretas condicionadas sdo aquelas onde as observagbes sdo
obtidas diretamente com um mensurador de mesma natureza que a grandeza procurada e
se relacionam através de uma equacdo ou func¢do de condicdo. Neste caso a solucdo de
minimos quadrados é dada pelo método conhecido como Correlatos ou das equacdes de

condicao.

5.3.1. Método dos Correlatos

O modelo matematico do método dos correlatos ou das equagdes de condicao

envolve apenas os valores observados e é dado por:

F(la) =0 e la=Lb+V

onde: La - valoresobservados ajustados
Lb - valores observados
V- corregdes aos valores observados (residuos)

Aplicando a equagdo no modelo, vem

F(Lb+V)=0

Fazendo-se uma linearizacao por Taylor, obtém-se

F(La)=F(Lb+V) OF(Lb)+ 2| w=0
Lb
oF
chamando por W = F(Ly) e B=——
oLa|,
onde: W - que corresponde a um vetor erro de fechamento;
B - amatriz das derivadas parciais das equagdes de condicao

em relacdo as observacoes.
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BV+W=0

Equacao linearizada correspondente ao modelo dos correlatos ou das equacoes de
condicao.

Aplicando o principio do método dos minimos quadrados ao modelo, vem:

@=V'PV-2K"(BV+W)=min

onde: V - correcdes aos valores observados (residuos)
P - matriz dos pesos
K - vetor dos multiplicadores de Lagrange ou dos
correlatos
B - matriz das derivadas parciais

W - vetor erro de fechamento

Derivando a equagao acima parcialmente em relagdo aos residuos e aos multiplicadores

de Lagrange e igualando a zero as duas equagdes resultantes, tem-se :
g—$:2PV—2KTB:O mas K'B=B'K O PV-BK = 0(1)
0¢ _ _ _
R—_Z(BV‘FW)—O = BV+ W— 0(2)

isolando V na equacdo (1)
V = P'B'K
e substituindo na (2), vem:

K= -(BP'B")'W fazendo M =(BP'B") = K = -M"W
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5.3.1.1. Sequéncia pratica de calculo
Para ajustar pelo método correlato existe uma sequéncia de procedimentos que

facilitam o calculo.

12 Passo - Define-se o modelo matematico, ou seja, as equacgdes de condicao;
F(La) =0

22 Passo - A partir da matriz varidncia-covariancia das observacoes, se estabelece a matriz dos pesos;

P=0; X,

w
5]

Passo - Calcula-se o vetor erro de fechamento (W) substituindo-se os valores observados nas
equagoes de condigio;

W =F(Lb)
42 Passo - Calcula-se a matriz das derivadas parciais das equac¢des de condi¢io em relagdo as
observacdes;
oF
B=—
oLa|,

52 Passo - Calcula-se o vetor dos multiplicadores de Lagrange ou dos correlatos;
K=-M"W . M=(BPB")
62 Passo - Calcula-se o vetor dos residuos;
V = PB'K
72 Passo - Calcula-se o vetor dos valores observados ajustados;

La=Lb+V

82 Passo - Calcula-se o sigma a posteriori e se procede ao teste de qualidade

5o VTPV _ KW
°  GL r

onde: r- numero de equagdes de condi¢do ou graus de liberdade do problema

A qualidade do ajustamento é feita com a aplicacdo do mesmo teste de hipétese utilizado no
método paramétrico.
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92 Passo - Calcula-se a matriz variancia covariancia das observagdes ajustadas e dos residuos. As
equacgoes matriciais sdo as seguintes:

3L, =a2(Pt-P7B"™MBP?)

SV =5Z(P*B"™™M *BP?)

5.3.2. Método dos Correlatos com Iteracoes.

Quando a equacdo de condicdo ndo é um modelo linear é preciso utilizar
iteracGes no ajustamento. Ao contrario do método paramétrico onde a iteracdo era feita
simplesmente adotando o valor ajustado em uma iteracdo como o valor aproximado para a
proxima até que a corre¢do aos parametros iniciais tenda a zero, no método correlato o
processo é diferente. Sem entrar em detalhes, a seguir é apresentada a sequéncia de

calculos e a forma de controle.
12 Passo - Define-se o modelo matematico, ou seja, as equacgdes de condicao;
F(La)=0
22 Passo - A partir da matriz varidncia-covariancia das observacoes, se estabelece a matriz dos pesos;
P=0, X,
32 Passo - cria-se uma vetor Lo que na 12 etapa de célculo é igual a Lb;

Lo =Lb

4° Passo - calcula-se a matriz B substituindo os valores observados por L0, onde i representa a

iteracao;

L
' olal,
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52 Passo - calcula-se o vetor W pela seguinte formula:
W =B (Lb-Lo)+F(Lo)
observa-se que na 12 etapa (Lb— Lol) =0.

62 Passo - calcula-se a matriz M e os vetores Ke V:

=BPB"). K =-MW, VvV =PBK

i i (I

M;

72 Passo - calcula-se o vetor das observagdes ajustadas:
La = Lb+V,

82 Passo - Na 12 iteracdo iguala-se o vetor Lo com o vetor das observagdes ajustadas La; da 12 etapa e
retorna-se ao 4° passo. Como no método correlato, nio existe um parametro que deve se
aproximar de zero, este processo é repetido até que a forma quadratica fundamental
estabilize (VTPV). Entdo, a cada iteragdo se testa o valor dos residuos calculados com os da

etapa anterior até que:

Vu LV ou (M, -V)-o0

92 Passo - calcula-se o sigma a posteriori (ﬁg ) e se raliza o teste de qualidade.

_, VTPV
%0 =751

102 Passo - calculam-se as matrizas variancias-covariancias das observagdes ajustadas e dos residuos.

3L, =5z(P*-PB'™M'BP?)

SV =5Z(P*B™™M *BP?)
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Exemplo 9 - Ajustar a rede de nivelamento geométrico dado, pelo método das equacdes de

condicdo (correlato). Tolerancia altimétrica (diferenca entre o nivelamento e o

contranivelamento) adotada: T = 30nm/E, sendo K distancia em quildmetros.

Linha | Ah (m) | Dist. (km)
1 6,16 4,5
2 12,57 2,0
3 6,41 1,8
RNA
4 1'09 4'0 Obs.: as setas indicam o sentido em que
o terreno se eleva.
5 11,58 2,2
Figura 13 - Nivelamento geométrico
6 5,07 4,5 Croqui ilustrativo do problema.

2 - Modelo Matematico

Para se determinar o nimero de equacGes independentes é necessario calcular r = GL = n — u
Embora ndo se esteja procurando valores incdgnitos, ao analisar o croqui da figura 13, percebe-se que as

altitudes dos pontos A, B e C sdo desconhecidas, entdo:

n=6eu=3 r=6-3=3

Da figura 13 se extrai trés circuitos diferentes que corresponde a trés equac¢des de condicdo.
Considerando que todas as vezes que o sentido de caminhamento for contrdrio a seta (elevagdo do terreno)

adota-se o sinal negativo na equagdo, vem:

Lbl' Lb2+ Lb3 =0

Lb, - Lbs-Lbs=0 que sdo as equagoes de condigdo e sdo do tipo linear, sem iteragdes.

Lb3‘ Lb5+ Lb6= 0

67



IFG - INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAC/iO, CIENCIAS E TECNOLOGIA DE GOIAS
AJUSTAMENTO DE OBSERVAGCOES — 2016/1 — PROF. NILTON RICETTI XAVIER DE NAZARENO

2 - Vetor das observagoes (LB) e dos erros de fechamento (W)

6167
1257
62';1 616- 1257+ 641 000
Lb= l’og W = F(Lb) =| 1257- 109- 1158 | =| - 010
641- 1158+ 507 | |- 010
1158 15 1
| 507

2 - Matriz das derivadas parciais (B) e dos Pesos (P)

-11 0 0 0
L=l0 1 0 -1 -10
001 0 -11

B= OF (La)
dLa

No caso de nivelamentos geométricos o fator que influencia na precisdo é o nimero de se¢des que
compde uma linha ou circuito nivelado. Entdo, costuma-se usar como fator de peso, o inverso da distancia de
cada circuito. Esse procedimento acaba criando um modelo estocdstico inadequado porque ndo reflete a
precisdo do nivelamento. Uma forma de se contornar o problema é utilizar a tolerancia altimétrica como fator

de precisdo, ou seja:
o=T=30mm/K

Quadrando-se estes valores tém-se as variancias de cada circuito. Como as observa¢gdes sdo ndo

correlacionadas, a matriz dos pesos so tera valores na diagonal principal.

No método correlato necessita-se do peso invertido. Neste caso serd gerada a matriz inversa
diretamente. No caso de matrizes diagonais, basta inverter os valores da diagonal. Entdo a matriz invertida de

P recebe os seguintes valores:

(000405 0 0 0 0 0
0 000180 O 0 0 0
pio| O 0 000162 O 0 0
0 0 0 000360 O 0
0 0 0 0 000198 O
o 0 0 0 0 000405
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492 - Calculo da Matriz M e dos vetores dos coeficientes de Lagrange (K), dos residuos (V) e dos valores
observados (La)
1560121 504165 -46,0868

M™=| 504165 1619052 -525813
—-46,0868 -525813 1540878

0,00747 -0,0018 0,00162
M =BP'B' =| -0,0018 0,00738 0,00198
0,00162 0,00198 0,0765

[ 0p018 | [ 61621
189 12589
04330 8?)171 62527
K =-M W =| 109324 V=P?'B'K = La=Lb+Vv=|
101506 - 0p394 1051
- 0p417 11538
| 00411 | | 5111

2 - Calculo de sigma a posteriori ( 5’5 ) e teste de qualidade

Calculando o qui-quadrado amostral para o problema = )?2 =-K'W= 2108

Considerando o = 10% de nivel de significancia = 1-0a=90%

GL =n—-u=6-3=3 (graus de liberdade)
Da tabela de x* obtém-se: }”osas = 625

P(2108< 625) = 90%

Como o qui-quadrado amostral é menor que o tedrico, entdo a hipdtese Hy é considerada valida, e

neste caso considera-se que o ajustamento ndo apresenta problemas.
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2 -Matriz variancia-covariancia dos valores observados ajustados (2La) e dos residuos (V)

Y la=g,(P*-P'B'MP™) =

DV =ag;P'B'M P =

10000

1798
- 541
507

(1048
541
1 |-507
517 508
024
| 531

541
7,71
230

263
033

-541 507

494

-230 402

-507 517
230 508
737 -009

- 009 1055
239 -548

- 498 -539

009

-517 -024 -531]
-230 -508 -263 -033
-239 498

024 531 |
263 033
239 -498

-548 -539

8l1 572

572 1070 |

10000 - 517

- 024
|- 531

-508 009
-263 —-239 548
- 033 498

1475

539

548
581
- 572

A partir desta matriz obtém-se as precisdes dos valores observados ajustados

539
- 572
1776 |

Linha Ahgps (m) Dist. (km) Ahjy (M) Opan(m)
1 6,16 4,5 6,162 + 0,032
b 12,57 2,0 12,589 +0,028
3 6,41 1,8 6,427 +0,027
4 1,09 4,0 1,051 + 0,032
5 11,58 2,2 11,538 +0,028
6 5,07 4,5 5,111 +0,033
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5.4.Método Combinado

Quando ndo for possivel explicitar as observagées em funcdo dos parametros a
solugdo por M.M.Q. é dada pelo método Combinado, cuja equacao de definicdo é a

seguinte:

F(LaXa) =0

onde: La=Lb+V - valoresobservados ajustados

Xa=Xo+ X - parametros ajustados

Lb - wvalores observados

V - corregdes aos valores observados (residuos)
X0 - parametros iniciais

X - corregdo aos parametros iniciais

Substituindo na equacdo do modelo, vem
F(Lb+V, Xo + X)=0

Fazendo-se uma linearizacao por Taylor, obtém-se

F(La, Xa) = F(Lb+V, Xo+ X) OF(Lb, Xo0) +OF [QX)+0—F v)=0
0Xa Xo,Lb oLb Xo,Lb
chamando por W = F(Lb; X0);, A= OF - OF
axa XO0,Lb aLa Xo,Lb
onde: W - calculado a partir dos valores observados e dos parametros iniciais

aplicados no modelo matematico;

A - matriz das derivadas parciais das equagdes de observacido em relacao
aos parametros.

B - matriz das derivadas parciais das equacdes de observacdo em relacao as

observacdes.
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Chega-se a equacdo correspondente ao modelo Linearizado do método

combinado.

AX+BV+W=0

Aplicando o principio do método dos minimos quadrados ao modelo, vem:

@=VTPV-2K" (AX +BV+W)=min

onde: P - matriz dos pesos

K - vetor dos multiplicadores de Lagrange ou dos correlatos

Derivando a equacdo acima parcialmente em relacio aos residuos (V), aos

multiplicadores de Lagrange (K) e as correcdes (X) e igualando a zero as trés equacgodes

resultantes, tem-se :
g—\f =2PV-2K'B=0 mas K'B=B'K

0 PV-BK = 0(1)

g_lz:—z(Ax+BV+W):O o AX+BV+ W= 0(2

9% _ H5AK=0 - AK=0(3)
X

isolando V na equacao (1)
V = P'B'K

e substituindo na equacdo (2), vem:

AX+BP'B'K +W =0
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Lembrando que M = BP™'B’

AX+ MK +W=0

Isolando K
K =-M*(AX +W)

Substituindo em (3)

~AMYAX+W)=0 = -ATM?AX-ATMW =0
0
X =—(ATM A (A™™ W)

5.4.1. Sequéncia pratica de calculo

Para ajustar pelo método combinado existe uma sequéncia de procedimentos

gue facilitam o calculo.

12 Passo - Define-se o modelo matematico;
F(La,Xa) =0
22 Passo - A partir da matriz varidncia-covariancia das observacoes, se estabelece a matriz dos pesos;
— 2yl
P=0, Xy,

32 Passo - atribuem-se valores aproximados aos parametros incégnitos gerando o vetor Xo;

4° Passo - Calcula-se o vetor W substituindo-se os valores observados e parametros aproximados nas
equacoes do modelo matematico;

W = F(Lb,Xo)

52 Passo - Calcula-se a matriz das derivadas parciais das equac¢des do modelo matematico em relagdo
aos parametros incégnitos e as observacoes;
oF oF
A= B

- axa Xo;Lb aLa Xo;Lb
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62 Passo - Calcula-se o vetor de corregao aos parametros aproximados X
a1 - .
X =-(AM*A (ATM W) com M =BP'B

72 Passo - Calcula-se o vetor dos multiplicadores de Lagrange ou dos correlatos;
K =-M*(AX +W)
82 Passo - Calcula-se o vetor dos residuos;
V = PB'K
92 Passo - Calcula-se o vetor dos valores observados ajustados e dos parametros ajustados;

La=Lb+V e Xa=Xo+X

102 Passo - Calcula-se o sigma a posteriori e se procede ao teste de qualidade

_, VPV
% = TGL

onde: GL=r-u GL- graus de liberdade do problema
r - numero de equacgdesde condicdo

u- numero de incognitas

A qualidade do ajustamento é feita com a aplicacdo do mesmo teste de hipétese utilizado no
método paramétrico.

112 Passo - Se a qualidade foi atestada, calcula-se a matriz variancia covariancia dos parametros e das
observacgdes ajustadas e dos residuos. As equagdes matriciais sdo as seguintes:

3 Xa=62{ATM A
Y la=a; (Pt +PiBTMTAATM TA)TATM TBP ! - PTIBTM BP )

SV =6Z(PB™M 'BP™ - PIBTM TA(ATM A) T ATM 8P )
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5.4.2. Método Combinado com Iteragoes.

Quando a equac¢do de condicdo ndo é um modelo linear é preciso utilizar
iteragdes no ajustamento. No método combinado o controle de iteragdes é feita tanto pela
forma quadrdtica (V'PV) que deve estabilizar, como pelo vetor das correcdes aos
parametros iniciais que deve tender a zero. Novamente sem entrar em detalhes, a seguir é

apresentada a sequéncia de célculos e a forma de controle.
12 Passo - Define-se o modelo matematico;
F(La,Xa) =0
22 Passo - A partir da matriz variancia-covariancia das observacoes, se estabelece a matriz dos pesos;
P=0; X,

32 Passo - cria-se uma vetor Lo que na 12 etapa de calculo é igual a Lb e define-se os parametros

iniciais;
Loo=Lb e Xo
4° Passo - Calcula-se a matriz das derivadas parciais das equagcdes do modelo matematico em relagao

aos parametros incognitos e as observagdes, substituindo os valores observados por LO,

onde i representa a iteracao;

_OF o _ OF

axa Xo;Lo; | a La Xo;Lo;

52 Passo - calcula-se o vetor W pela seguinte férmula:
W =B(Lb-Lg)+F(Lo, Xo)
observa-se que na 12 etapa (Lb— Lol) =0.

62 Passo - calcula-se o matriz M e o vetor das corre¢des aos parametros iniciais X:

M, =BP B ; X =-(ATMA)(ATM W)
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72 Passo - calcula-se o vetor dos multiplicadores de Lagrange K:

Ki = _Mi_l(Axi +W)

82 Passo - calcula-se o vetor dos residuos V:
v = PUB'K,
92 Passo - calcula-se os vetores dos parametros e das observagdes ajustadas:
Xa=Xo+X;, ; La = Lb+V,

102 Passo - Na 12 iteracdo iguala-se o vetor Lo com o vetor das observagdes ajustadas La; da 12 etapa,
e o vetor dos parametros aproximados Xo com os parametros ajustados Xa; . Retorna-se ao
4° passo e recalcula-se tudo. Este processo é repetido até que a forma quadratica estabilize
(VTPV) e o vetor das corregcdes aos parametros iniciais tenda a zero. Entdo, a cada iteragdo
se testa o valor dos residuos calculados com os da etapa anterior até que:

Viu LV ou (M, -V)-0

e em seguida se X » 0 ou se é menor que um valor considerado “zero”.

112 Passo - calcula-se o sigma a posteriori (5'5 ) e se raliza o teste de qualidade.

_, VTPV
% =7G1

122 Passo - Se a qualidade foi atestada, calcula-se a matriz variancia covariancia dos parametros e das
observacgdes ajustadas e dos residuos.

> xa=g2{AM A)?
Y la=a; (P‘1 +P*B'"MTA(ATM *A)TATM T'BPT - PTIBTM ‘1BP‘1)

SV =62(PB™M 'BP - PBTM TA(ATM A) T ATM B )
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Exemplo 10 — Um agrimensor precisa medir a area coberta por um pivo central e sé dispde,
no momento, de um GPS de Navegacdo. Uma solucdo possivel seria a de se obter as
coordenadas do centro e de um ponto na periferia do pivo e calcular o seu raio. Ocorre que
a definicdo do centro ndo lhe pareceu algo simples e ele optou por determinar as
coordenadas de 4 pontos ndo alinhados pertencentes ao contorno da drea do piv6. Tendo
as coordenadas e sabendo que a acuracia de um GPS de Navegacdo gira ao redor de 10 m,

calcule a area do pivo central e estime a precisdao dessa determinacao.

Ponto E (m) N (m)
1 654.216 8.250.517
2 654.445 8.250.498
3 654.422 8.250.299
4 654.221 8.250.302

12 - Modelo Matematico

Para determinar a area do pivo é necessario se calcular o raio desse piv6. Entdo, é indispensavel que se
gere um modelo onde seja possivel o calculo dessa grandeza. Assim, pode-se usar a equacgdo da circunferéncia

que envolve as coordenadas medidas, as coordenadas do centro e o raio da circunferéncia.

Fazendo a coordenada E=x e N =y, vem:

(X1 = %)%+ (y1—Y)?-R2=0 onde: x,y;— coordenadas medidas (LB)
(X2 = %)%+ (y2—Y)?-R2=0 X.,Yc — coordenadas do centro (parametro)
(X3 = %)%+ (ys—Y)?-R2=0 R — raio do pivd (pardmetro)

(X4 - Xc)z + (y4 - Yc)2 -R*=0

Neste modelo se tem trés incognitas e quatro equagdes, o que nos da 1 grau de liberdade, o que
permite proceder ao ajustamento. Observa-se ainda, que incognitas e observac¢des, ndo podem ser separadas
pelo sinal de igualdade e o modelo é do tipo ndo linear. Assim, o ajustamento é feito pelo método combinado

com iteragdes.

F(Xa,La) =0
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@ - Calculo da Matriz dos Pesos.

A matriz dos pesos é calculada multiplicando-se a matriz variancia covariancia das observacgdes
invertida pelo sigma a priori. Considerando que a acuracia de um GPS de navegacgdo é de +10m e que ndo se
tem como saber da existéncia de tendéncia na presente situagdo, vamos assumir que este valor também é o

da precisdao. Decompondo esse valor nas componentes X e Y, assumidas como iguais:

I+

1

Oy = 0, = 0=7,07m

I~

Elevando-se esse valor ao quadrado tém-se as variancias das coordenadas x e y de todos os pontos
2

— 2 2
oy = g, = 50m

Montando-se a matriz dos pesos e ndo esquecendo que sigma a priori é igual a 1:

- .
50 0 00 0 00 [0 0 0 0 0 0 0 O]
1 6o 0 0 0 0 o 05 0 0 0 0 0 O
0 0 05 0 0 0 0 O
00 =~ 0 0 0 0 O
= pi |0 0 050 0 0 0 0O,
o o o L o 0 o, 0 00 05 0 0 O
po 50 1 0 00 0 05 0 0
00 0 0 o oM™ 0 0 0 O 0 50 0
1 0 00 0 O 0 50
0 00 00 — 0 0 L .
50
00 00 0 02X 0
50
o0 00 o0 0 0 =
L 50)

2 - Parametros aproximados e vetor Lo,

Existem vdrias formas de se escolher o parametro inicial. Vamos adotar a média das coordenadas

observadas para determinar as coordenadas do ponto central e a distancia do ponto 1 até esse, como raio

inicial.
, 654326
Procedendo-se aos calculos chega-se a:
Xo=| 825404
1578
[ 654216
O valor de Lo, na 12 etapa é igual ao valor de Lb, assim: 8250517
654445
8250498
Lo, =Lb=
654422
825299
654221
| 825302
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42 - Calculo das Matrizes Ae B

- OF
axa Xo;Lo;

ondei corresponde ao numero da iteragdo.

oF

aLa Xo;Lo;

Derivando as equac¢bes do modelo em relagdo aos parametros x.,y. € R vem:

oF1

——==-2x(x ~X,) =220,00
ox. x(% = %)

oF2

T2 = 2x(x,~x.) =-238,00

0X,

C

0F3

0%,

oF4

=-2x(x,—X.)=-192,00

T2 = 2x(x, - %) =210,00

0X;

oF1

So= = -2x(y, - y,) =- 226,00

ay,

[

oF2 _

A

oF3 _

c

oF4

c

=-2x(y, - y,) =-188,00

=-2x(y, - ¥,) =210,00

=-2x(y, —Yy,)=204,00

e derivando em relagdo as observagées Xy, Y1, X2, Y2, X3, Y3, Xa, Ya, tem-se:

oF1 oF1 oF1 oF1 oF1
- = - =- —= - = —=0 —=0 —=
ox 2x(x, —%,)=-220,00 o, 2x(y, - y.) =226,00 o, &, ox 0
oF2 oF2 9F2 oF2 oF2
[a— - = = - = =0 =0 - =
o 2x(x, - x,) =238,00 . 2x(y, - y,)=188,00 o o, ox. 0
oF3 aF3 aF3 oF3 dF3
oro_ -x)= =2x(y, -y,)=-210,00 — =0 —>=0 =
o 2% (%5 — X;) =192,00 o, (Ys = ¥e) ax, o, ox, 0
6F4_ X - =- 6F4: X - =- E: aﬁ": 6F4:
" =2x%(x, —X;) =-210,00 . 2x(y, -y, ) =-204,00 o 0 . 0 o 0

Arranjando esses valores nas respectivas matrizes, vem

220,00 —226,00 —315,60
A = —238,00 —188,00 —315,60
17 [-192,00 210,00 —315,60
210,00 204,00 —315,60

-220,00 226,00 0 0 0 0

B.= 0 0 238,00 188,00 0 0
1 0 0 0 0 192,00 -210,00

0 0 0 0 0 0

oF1 _

oF2

OR

OF3 _

OR

OF4 _

oR

Fi_g
0y,

F2_,
0y,

o3 _
oy,

oFa_
9y,

0
0
0

-210,00

-2x R =-315,60
-2xR=-315,60
-2x R =-315,60
-2xR=-315,60
E:O E':
6X4 oy,
oF2_, OF2_,
6x4 6y4
OF3_, OF3_
ox, 0y,
Fa_,  OF4_
0y, 29

0

0

0
-204,00
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2 - Calculo do vetor W
Como o método é iterativo, a fdrmula utilizada é a seguinte:
W =B (Lb-Lo)+F(La, Xq)

ondei corresponde ao niumero da iteragdo

Na 12 etapa de célculo Lb=Lo,, portanto W, = F(Loy,X0y)

654216- 654326) + (8250517— 82504042 —-15782 -3184
W, = F(Lo,, Xo,) = (654445~ 654326)* + (8250498- 825(404* ~1578 | _| ~ 190384

(654422— 6543262 + (8250299- 8254042 -15782 | |- 465984

(654221~ 654326)° + (8250302- 8250404)> -1578° | |- 337283

@ - Calculo das Matrizes M, X, Ke V.

4.973.800 0 0 0
— 0 4.599.400 0 0
0 0 0 4.285.580
—3,1675
X, = —(AL.M7" A) VAL M7 W, = [ 7'6213l
~7,9754
—0,0000133
0,0000143
- —_p1 = '
Ki= =M% (A X+ W) =1 10000163
0,0000152

r 0,08097
—0,0800
0,1005
0,0711
—-0,0927
0,1050
—0,0888
1—0,0960

Vl = Pl_l.B;{.Kl =
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72 - Calculo das Matrizes dos parametros ajustados (Xa) e das observagoes ajustadas (La).

654.326,00] [ —3,1675 654.322,8325
Xa, = Xo, + X, = [8.250.404,00 +| 76213 l: [8.250.411,6213]
157,80 —7.9754 149,8246

65421601 [ 0,08097 [ 654.216,146

8.250.517,0 | |—00800| |8.250.516,850

654.445,0 0,1005 654.445,170

8.250.498,0 0,0711| | 8.250.498,134

Lay=Lb+Vi =1 “eo44220|1|-00027| = | 654.421,844

8.250.299,0 0,1050| |8.250.299.171

654.2210| |-0,0888 654.220,840

| 8250.3020] l-0,0960] 18250.301,845.

Como dito, o modelo deste problema é do tipo nao linear, e por essa razdo, é necessario se aplicar
. ~ , . s T .. ~ .
algumas iteragdes até que a formula quadratica (V PV) estabilize e o vetor X (das corre¢bes) se aproxime de

“zero”. Fazendo Xa = X0, e Lo, =Lay, apos 3 iteragbes, quando as condigdes acima sdo alcangadas, tem-se:

654.216,139 1
8.250.516,863
654.322,8121 654.445,172
8.250.498,122
Xa = |8.250.411,6329 e La=

1498412 654.421,641

' 8.250.299,180

654.220,847
8.250.301,835

2 - Teste de qualidade do ajustamento

.
&2 _V PV _0,00382_ 0,00382
GL 1
. -, VTPV
Calculando o qui-quadrado amostral para o problema = %2 = — =0,00382
0-0
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Considerando o = 10% de nivel de significancia = 1-0a=90%

GL =r—u=4-3=1(graus de liberdade)
Da tabela de x* obtém-se: xosa1 = 271
P(0,00382< 271) = 90%

Como o qui-quadrado amostral é menor que o tedrico, entdo a hipdtese Hy é considerada valida, e

neste caso considera-se que o ajustamento ndo apresenta problemas.

92 - Calculo das Matrizes variancia-covariancia dos parametros e das observagoes ajustadas

0,0922238 0,0010409 -0,001909
> X, =62 {A"M A]" =| 0,0010409 0,0997104 0,0050571|
-0,0019091 0,0050571 0,0480571

INCOGNITA o (m)

Xc = 654.322,81'm +0,3037 m

Yc=  8.250.411,63 m +0,3158 m

R= 149,82 m +0,2192 m

Pxcyc=1,09% 5 PXcR=-2,87% PYcR=7,31%

Y la=a; (P +PiBTMTAATM TA)TATM 'BP ! - PTIBTM BP )

(0,172 0019 -0024 -0,017 0,022 -0,025 0,021 0,023 ]
0,019 0,172 0,024 0,017 -0,022 0,025 -0,021 -0,023
-0,024 0,024 0,161 -0,021 0,027 -0,031 0,026 0,028

z La=|" 0,017 0,017 -0,021 0,176 0,019 -0,022 0,019 0,020

0,022 -0,022 0,027 0,019 0,166 0,029 -0,024 -0,026

-0,025 0,025 -0,031 -0,022 0,029 0,159 0,028 0,030
0,021 -0,021 0,026 0,019 -0,024 0,028 0,168 -0,025

| 0,023 -0,023 0,028 0,020 -0,026 0,030 -0,025 0,164 |
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Ponto E(m) O (M) N (m) Oy (m)
1 654.216,1393 +/-0,4143 8.250.516,8626 +/-0,4149
2 654.445,1724 +/-0,4016 8.250.498,1218 +/-0,4198
3 654.421,8413 +/-0,4072 8.250.299,1802 +/-0,3982
4 654.220,8471 +/-0,4094 8.250.301,8353 +/-0,4049

109 - Calculo da area do pivo e precisdo da area.

A equacdo da area de uma circunferéncia é dada por:

Basta substituir o valor do raio calculado na equagao para se obter a drea.

A = m.R?

A= 1.(149,82 m)? = 70.536,22 m?

Para se determinar a precisdo dessa area é so fazer uma propagacdo de variancia.

SA=D.5R.D'

D=2 _2 7 R=2m149,82 = 941,48 m

OR

R = (0,2192)? =0,0481m?

SA = 942,48m x 0,0481 m* x 942,48m = 42.597,08 m*

Extraindo-se a raiz da variancia da area, obtem-se a precisdo:

Finalmente, a area e a precisdo procuradas sao:

Oa = 206,391 m?

A =70.536,22 m? + 206,391 m?
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APENDICE A
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Ajustamento de poligonais topograficas (planas) pelo método dos
correlatos.

Normalmente quando é feito um levantamento topografico, seja ele para definir a
divisa de uma propriedade ou para alguma obra de engenharia, é necessaria a utilizacdo de
poligonais neste levantamento. As poligonais podem ser classificadas como abertas ou
fechadas e com controle e sem controle. O que se tratara neste texto é o ajustamento de
poligonais planas abertas e controladas pelo método dos correlatos ou das equacdes de
condicdao. O modelo matematico funcional é do tipo ndo linear e neste caso serd necessaria
a aplicacdo do modelo iterativo.

Se os dados da poligonal forem oriundos da superficie elipsoidal, deve-se proceder
inicialmente a transformacdo destes para a superficie de projecdo (UTM). Estas
transformacgdes sdo objetos da Geodésia e ndo serdo tratadas aqui.

Inicialmente é preciso estabelecer algumas condi¢des deste problema:

a) toda poligonal controlada sai de um marco de coordenadas conhecidas e
termina em outro de coordenadas também conhecidas;

b) é necessario que se conheca o azimute de uma direcdo tanto no marco inicial
como no final. Estes azimutes sdo definidos como de saida e chegada;

Para entender o processo de ajustamento vamos imaginar a poligonal
esquematizada na figura 1.

A

!

M1 |
sz
a; 1 s o ) A
3\v M4
v dmzs diz -— d
2 23
d34\ J— '}
M2 X
\ .
’ 95
4 <,
damz 20
M3

Figura 1 — Poligonal plana controlada

Os marcos M1, M2, M3 e M4 tém coordenadas conhecidas e, deste modo, tem-se
as coordenadas de saida (M2) e chegada (M3) e os marcos M2 associado ao M1 e o M3
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associado ao M4 permitem que se calcule os azimutes de quadricula de saida e chegada.
Estdo explicitados ainda nesta figura, os valores observados (angulos e distancias).

Nota-se que o numero de distancias medidas é igual aos dos angulos horizontais
diminuidos de 1, ou seja: sdo 6 angulos e 5 distancias. Essa regra vale sempre e o nimero
de observacgdes totais (angulos horizontais e distancias) é dado por:

n=2v-1
onde: v = é o numero de vértices efetivamente ocupados.

No presente caso, 6 vértices (M2, 1, 2, 3,4 e M3).

O método correlato ou das equacgbes de condicdo, ao ser aplicado a este tipo de
problema, impde 3 equacbes de condicdo, independente do nimero de observagdes; uma
relativa ao azimute e outras duas as coordenadas x e y.

No que diz respeito a equacdo de azimute, ao se transportar o azimute da direcao
M2M1, através dos angulos horizontais medidos, para a direcao M3M4, esse valor
calculado, se ndo existissem erros de observacdo, seria igual ao azimute calculado através
das coordenadas dessa dire¢do. Assim, a equac¢do de condicdo do azimute é:

AZfame — AZyama =0 (1)

€ o azimute final ou de chegada transportado a

onde: AZ¢ . . . ;
M3M4 partir dos angulos horizontais.

A7 i é o azimute de chegada calculado pelas
M3M4 coordenadas (conhecido).

Com respeito as equacgbes de coordenadas, o principio do raciocinio € o mesmo, ou
seja, as coordenadas X e Y, do marco M3, transportadas através das observagGes, devem
ser iguais as coordenadas do proprio marco, ou seja:

sdo as coordenadas do marco M3 transportadas a

onde: Xf3, Yy i 0
M3 Tm3 partir das observagdes.

Xuz Yus - sdo as coordenadas do marco M3 (conhecido).

87



IFG - INSTITUTO FEDERAL DE EDUCAC/iO, CIENCIAS E TECNOLOGIA DE GOIAS
AJUSTAMENTO DE OBSERVAGCOES — 2016/1 — PROF. NILTON RICETTI XAVIER DE NAZARENO

O azimute é transportado pela seguinte equacdo genérica:

AZ{ = AZggiaq + T — (i—1) x 180°  (4)

i=1v

Considerando que no caso estudado v =6, vem:
AZ]C\,I3M4 = AZMZMl + a1 + az + 0l3 + Ol4 + 0(5 + a6 - 900°

As coordenadas por sua vez sdo transportadas pelas equacoes:

X = Xsgiaa + X dixsendz; (5)
YE = Ysgiaa + X di * cos Az, (6)
i=1,v-1

ou seja:

X3 = Xyp + dyp15enAzyy, + dipsendzi, + dyzsendzy; + dzusenAzs, + dyyzSsenAzyys

Vs = Yyp + duy21C08AZyp1 + d15C08AZ1, + dy3C08AZy3 + d34C05AZ3s + dap3C0SAZ4ys3

reescrevendo as equacoes de condicdes:

AZAC/13M4 - AZI€I3M4 =0

Xyz + dyp1SenAzy,, + dipsendzy, + dyzsendzys + dyusendzs, + dyyssenAzyys — Xys =0 (7)

Yiiz + dyp1€05AZy01 + dipc08Az1, + dy3c05AZy3 + d34,C05AZ34 + dyp3€0SAZ4p3 — Y3 =0
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As trés equacdes envolvem azimutes que ndo foram observados. E necessario ent3o
que se faca uma propagacao de varidncias para determinar a precisdo destes azimutes a
partir dos angulos horizontais medidos. Como a equacdo dos azimutes é do tipo linear

basta aplicar a seguinte equacdo de propagacao:

ZAZ=GxZa><GT

onde: G - Matriz dos coeficientes

horizontais medidos.

2Az " calculados.

Matriz variadncia-covariancia (M.V.C.) dos angulos

Matriz variancia-covariancia (M.V.C.) dos azimutes

A partir da equacdo (4) e adotando o superindice ' para transportado, os azimutes

podem ser calculados por:

AZ1€121 = Ay + 2

AZfZ = AZMZM]. + aq + a, — 180°
AZg3 = AZMZM]. + aq + a, + as — 360°
AZ?(,:4_ = AZMZMl + 0.’1 + 0.’2 + a3 + 0.’4 - 5400

AZSys = AZyous + a1+ ap + az + ay + as — 720°

AZ]€[3M4_ = AZMZM]. + aq + a, + as + ay + as + dg — 900°

Escrevendo sobre forma matricial:

e -
Anl 10 0 0 0 0 @
AZz, 110000 [az]
AZ§3_111000x|a3|
Az§, | |1 1.1 1 0 0 ay
476 [1 1111 oJ [aSJ
aze. ) 11111l la

gue é uma expressdodotipo Y = GX+C

AZyam
AZyams — 180°
AZyam1 — 360°
AZyams — 540°
AZyams — 720°

| AZ 01 — 900°]
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Os angulos horizontais sdo oriundos de observacdes independentes e, portanto, a M.V.C é
uma matriz diagonal.

62 0 0 0 0 0]
0 %4 0 0 0 0
0 0 62 0 0 0
Z ““lo o o2, 0 0
0 0 0 o 0
[0 0 0 0 ol

E importante frizar que as variancias de todos os angulos s3o iguais uma vez que
foram medidos com o mesmo equipamento. O resultado dessa propagacdo e previsivel e
pode ser expressa pela seguinte matriz genérica.

-2 2 2 2 2 -
04, 0% Oq, OF - Og
2 2 2 2 2
Oq, 204, 204, 204, ... 20,
2 2 2 2 2
z :AZ _|%a, 204, 304, 304, ... 30g,
2 2 2 2 2
Oq, 204, 304, 405, ... 40g,
2 2 2 2 2
04, Zaaz 3aa3 4(7054 ... nog, |

Feita a propagacdo para os azimutes, o proximo passo e gerar a matriz dos pesos do
problema que é definida por:

—_ 2 -1
P - 0-0 Lb
onde: o2 Sigma-a-priori ou fator de variancia da matriz de peso
) 0 unitdria, normalmente igual a 1.
Z[&, - M.V.C. das observagdes invertida.

O método correlato utiliza a matriz peso invertida, ou seja:
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A M.V.C. das observagbes é composta por 4 sub-matrizes.

A sub-matriz dos azimutes foi obtida pela propagacdo dos angulos horizontais, e
considerando que azimutes e distancias sdo medidas ndo correlacionadas, as sub-matrizes
referentes ao azimute e distancia sdo nulas. As distancias também sdo nao correlacionadas
entre si, o que faz com que a sub-matriz das distancias seja uma matriz diagonal.

0o 0 0
0 oz, 0 0 0
Ddisc=| 0 0 i, 0 0
o 0 0 o, O
2
o 0 0 0 a2,

Definidos os elementos que compdes a M.V.C. da Lb é s6 montar a matriz dos pesos
invertida.

_[XAz 0 41 [ZAZ 0 ]
YLb = . - pl=_1, '
[ 0 ZdlSt] o; 0  Ydist
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Dando continuidade, é necessario se montar a matriz Lo;, que na primeira iteracao é

igual a Lb.

Lb

AZ,; |
Az,

Na sequéncia se calcula a matriz B e o vetor W

Az, |
Az,

W =B, (Lb-Lo)+F(Lo)

A matriz B é gerada pela derivada parcial das equacdes (7) pelas “observacbes” ajustadas.
O termo observagdo estd entre aspas porque o azimute ndo € uma observa¢do, mas um
valor derivado dos angulos horizontais observados.

r 0Az 0Az 0Az

0Az 0Az

0Az 0Az

0Az

0Az

0Az 1

aX 0X aX

0X

0AZyyy 0AZy, 0AZy; 0AZs, 0AZyys

0X

adMZl adlZ

aX X

X

0X

0dym3

0X

oY oY ay

oY

0AZyyy 0AZy, 0AZy; 0AZs, 0AZyys

ay

adMZl adlZ

ay oY

oY

ay

0d4m3

oY

adMZl adlZ

0dys

0d34

ad4M3_
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aplicando as derivacdes as equacgdes:

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
dy,c05Azq, dy3c05Az3 d34C05AZ3, dyp3C0SAZyyys 0 sendzy,, senAzy, senAz;; senAzz, senAz4M3]
Cc0SAzZy3 C0SAZ3, COSAZypy3

B = l dp21€05AZp01
0 cosAzy,, C€0SAzZq,

—dpp15enAzy,,  —dip5enAzy,  —dy3sendzy,; —dsusenAzi, —dayzSenAzays

Este cdlculo é feito a partir do vetor Lo, ou seja.

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0
0 senLo(l) senLo(2) senLo(3) senLo(4) senLo(S)]

Lo(10)cosLo(4) Lo(11)cosLo(5)

0

Lo(8)cosLo(2) Lo(9)cosLo(3)
cosLo(1) cosLo(2) cosLo(3) cosLo(4) cosLo(5)

B= l Lo(7)cosLo(1)
0

—Lo(7)senLo(1) —Lo(8)senLo(2) —Lo(9)senLo(3) —Lo(10)senLo(4) —Lo(11)senLo(5)

A matriz F(Loj) é obtida substituindo-se os valores “observados” nas equacbes de
condicdo (7). Novamente utilizam-se os valores contidos no vetor Lo, ou seja:

Lo(6) — AZfjsua
Xz + Lo(7)senLo(1) + Lo(8)senLo(2) + Lo(9)senLo(3) + Lo(10)senLo(4) + Lo(11)senLo(5) — Xy3
Yy2 + Lo(7)cosLo(1) + Lo(8)cosLo(2) + Lo(9)cosLo(3) + Lo(10)cosLo(4) + Lo(11)cosLo(5) — Yy3

F(Loy) =

Finalmente é sé proceder a sequéncia de calculos do método.

(BPg)

<
I

Ki = _Mi_]\Ni ;

P'B'K, .

<
|

La, = Lb+V,

Na segunda iteracao atribui-se a Lo o valor de La. Esse processo é feito até quando a forma

quadratica fundamental (V'PV) estabilizar ou quando

Vi, 4V, ou V, -V - O (tender a zero).
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Na sequéncia verifica-se a qualidade do ajustamento pelo teste de hipdtese onde:
H,:02=62 e H,:0;>6;
Se a hipdtese H, for valida o ajustamento ndo apresenta problemas, mas se a hipotese H;

for valida, o ajustamento estd com problemas que pode ser:

v" modelo matematico inadequado;
v" modelo estocastico inadequado

v presenca de erros grosseiros.

O modelo matematico esta correto e, se forem utilizadas as variancias das observacées na
geracdao da matriz dos pesos, ndo é questdo de modelo estocastico. O que sobra é a
presenca de erros grosseiros nos dados, que devem ser examinados.

O célculo do sigma-a-posteriori é feito pela seguinte férmula:

_, —K'W
Oy =——
r
onde: r— numero de equacdes de condi¢cdo ou graus de

liberdade do problema (r = 3)

As M.V.C dos valores observados ajustados e dos residuos sdo calculados pelas seguintes
expressdes matriciais :

3L, =a2(Pt-P7B"™MBP?)

SV =5Z(P*B"™™M *BP?)

Calculado os valores observados ajustados é so6 aplica-los no modelo matematico e obter as
coordenadas dos vértices. Para obter a precisdo das coordenadas é necessario se fazer uma
propagacao de variancia.
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No exercicio seguinte sdo mostradas todas as etapas do cdlculo.

Exemplo - Foi executada uma poligonal eletrénica cujos dados estdo na sequéncia. Ajuste a
poligonal pelo método dos minimos quadrados, método correlato e calcule as coordenadas dos
vértices 1, 2, 3 e 4, bem como a precisdo de cada um deles.

Marcos E (m) N (m)
M1 806.473,6434 | 8.161.899,6488 04 = +/-2mm +/- 2ppm  (precisdo linear)
M2 806.772,2698 | 8.160.426,9561 O, = 17 (precisdo angular)
M3 811.367,2610 | 8.159.608,7935
M4 812.089,7437 | 8.160.840,8501
. R = Distancia . R x Distancia
ESTACAO DIRECAO m ESTACAO DIRECAO
(m) v (m)
\Y%
M1 2
M2 72°34’ 46,50” | 1.056,1560 3 242°17’ 44,20” || 1.063,5452
1 4
M2 4 3 | 154°59'00,00”
1 233°15’53,20” | 1.025,9100 1.014,3341
2 M3
1 M3 4
2 141°14’ 06,30” | 1.123,7600 97029’ 27,00” -
3 M4
T
M1 |
sz
/ o a4
L e o
(o8] ‘ 1 L - _— 3 - A
— h \ 3 \!‘ M4
v dvas d, -, Oys
£ 2
das  ay
M2 N
®
a
; ~ / ° ‘/
4 ) ///
dapmz A
M3
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O ajuste pelo método dos minimos quadrados pelo método dos correlatos implica em trés equagdes de

condicdo, uma relativa a azimute e duas as coordenadas:

AZI(l:/I3M4 - AZI(\:43M4 =0

Ezﬁ3 — Ey3 =0;

Nzﬁ3 — Ny3 =0;

Para se ter o azimute e as coordenadas transportadas sdo necessdrios inicialmente se calcular os azimutes de
saida e chegada, depois calcular os azimutes de todas as dire¢bes e finalmente transportar as coordenadas. O
calculo dos azimutes de saida e chegada é feito pelas coordenadas dos marcos M1, M2, M3 e M4. Como se
quer o azimute da diregdo M2M1 e M3M4 é importante se calcular a diferenca de coordenadas AE e AN de
forma correta. Isto é feito utilizando-se uma regra basica: coordenada do ponto visado menos a coordenada

do ponto onde se esta estacionado. Entdo:

Ag2e1 =E1-E2 = 806.473,6434m

806.772,2698m
An2ni = N1 - N2 = 8.161.899,6488m - 8.160.426,9561m

Ag3es = E4 - E3 = 812.089,7437m 811.367,2610m

Anzng = N2 - N3 = 8.160.840,8501m - 8.159.608,7935m

Aplicando uma relagdo trigonométrica calculam-se os azimutes

Norte

M1 AE2E1

AZ =arctg ——
M2M1 9 N

= AZMZMI = aT'Ctg

Apoe1 = -298,6264 m
Anony = 1.472,6927m

Ag3Es = 722,4827m
Ansna = 1.232,0566m

AZyom = arctg(—0,202775773) = AZwaw = -11°27’ 45,9851”

AZmom1 = 348°32’ 14,0149” (azimute de saida)

AZMZMl

Fazendo o mesmo célculo para a direcio M3M4, vem:

Norte

AE3E4 722,4827m
Ma AZyzma = arctg —— = AZysma = arctg 1.232,0566m
Az, AZyzya = arctg(0,586403823) = AZwsws = 30°23' 15,0816”

—298,6264 m
1.472,6927m

Fazendo um estudo de sinal chega-se a conclusdo que o azimute é um arco do 4°
Qv quadrante (AE2E1 = — e AN2N1= +). Entdo soma-se 360° ao valor calculado.

Pelo estudo de sinal chega-se a conclusdo que o azimute de chegada é um arco
do 1° quadrante (AE3E4 = + e AN3N4= +).
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Com o azimute de saida se podem calcular todos os azimutes pela equagdo genérica:
AZE = AZsggq + Y a; — (i — 1) X 180°

i=1v

Entao:
348°32' 14,0149” + 72° 34’ 46,50”

AZjz
AZfE, = 348°32'14,0149” + 72°34’46,50” + 233°15’53,20” — 180°
AZS,

348°32’14,0149” + 72° 34’ 46,50” + 233°15’53,20” + 141° 14’ 06,30” — 360°
AZS,

348°32’ 14,0149” + 72° 34’ 46,50” + 233°15’53,20” + 141° 14’ 06,30” + 242° 17’ 44,20” — 540°
AZS; = 348°32'14,0149” + 72°34°46,50” + 233°15'53,20” + 141° 14’ 06,30” + 242° 17’ 44,20” + 154° 59’ 00,00” — 720°

AZj3ma
= 348°32"14,0149” + 72°34°46,50” + 233°15’53,20” + 141° 14’ 06,30” + 242° 17’ 44,20” + 154° 59’ 00,00” + 97° 29’ 27,00” — 900°

AZG,, = 421°07'00,5149" = AZY,, = 61°07'00,5149"
AZS, = 474°22'53,7149" = AZS, = 114°22'53,7149"
AZS; = 435°37'00,0149" = AZS, = 75°37'00,0149"
AZS, = 497°54'44,2149" = AZS, = 137°54'44,2149"
AZSys = 472°53'44,2149" = AZ£M3 = 112°53'44,2149"
AZG3ma = 390°23'11,2149" = AZA%&M = 30°23'11,2149"

Com os azimutes calculados e as distancias medidas, se monta o vetor Lb e Lo da primeira iteracao.

137°54'44,2149"
112°5344,2149"
Lb = | 30°2311,2149"
10561560
1025100
11237600
10635452

[ 61°07'00,5149"] [ 61°07'00,5149"
114°2253,7149" 114°22%53,7149"
75°37'00,0149" 75°37'00,0149"

10143341

Com o vetor Lo calcula-se a matriz B e o vetor W

137°54'44,2149"
112°5344,2149"
Lo, =| 30°2311,2149"
1056560
1029100
11237600
1063452

I
\%2

10143341

=B, (Lb-Lo)+F(Lo)
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0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
B=lLa(7)cosLo(1) Lo(8)cosLo(2) Lo(9)cosLo(3) Lo(10)cosLo(4) Lo(11)cosLo(5) 0 senLo(1) senLo(2) senLo(3) senLo(4) senLo(S)]

—Lo(7)senLo(1) —Lo(8)senLo(2) —Lo(9)senLo(3) —Lo(10)senLo(4) —Lo(11)senLo(5) 0 cosLo(1) cosLo(2) cosLo(3) cosLo(4) cosLo(5)

[ 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
[ [
B = l 510,15 —423,51 279,15 -—789,28 —-394,63 0 0,87561 091082 0,96866 0,67027 092122 ]
—924,78 —934,42 -1088,54 —-712,86 —934,42 0 0,48303 -0,41281 0,24841 -0,74212 —0,38905

Na primeira itera¢do o vetor W = F(Lo;)

Lo(6) — AZfi3ua
F(Lo)) = | Xy, + Lo(7)senLo(1) + Lo(8)senLo(2) + Lo(9)senLo(3) + Lo(10)senLo(4) + Lo(11)senLo(5) — Xy
Yyo + Lo(7)cosLo(1) + Lo(8)cosLo(2) + Lo(9)cosLo(3) + Lo(10)cosLo(4) + Lo(11)cosLo(5) — Yys3

[ 30°23'11,2149" — 30°23’ 15,0816" 1
| 806.772,2698 + 1.056,1560 x sen(61°07’00,5149)+ 1.025,9100><sen(114-"22'53,714-9) + 1.123,7600 x sen(75°37'00,0149) |

F(Loy) = +1.063,5452 X sen(137°54'44,2149) + 1.014,3341 x sen(112°53'44,2149") — 811.367,2610
8.160.426,9561 + 1.056,1560 x cos(61°07'00,5149") + 1.025,9100 X cos(114°22'53,7149") + 1.123,7600 x cos(75°37'00,0149)
+1.063,5452 X cos(137°54'44,2149) + 1.014,3341 X cos(112°53'44,2149") — 8.159.608,7935

—03,8667"
W =|{ 0,0173m
0,0484m

Para dar continuidade no método é necessario se gerar a matriz dos pesos invertida P . E importante lembrar que no
método correlato, o que se utiliza é a matriz peso invertida e assim se aplicam as proprias matrizes variancias covariancias.

0
0'5 0 Z dist

Considerando que a precisdo dos angulos é o, =1":

¥
¥
I¥]
I¥]
N

[1” 17 17 17 17 17

I lnz an an an an an I

1% 2% 3% 3% 37 37

VA L L |
Z |1 2 2 2 3 2 4 2 4 2 4 2 I
| lnz an 3nz 4nz 5nz 5nz |
ll-vz 2n2 3.,2 4n2 5n2 6n2J

A unidade dimensional (“%) tem que ser modificada para radianos. Isso pode ser feito multiplicando-se a
matriz por sen?1”.
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2

"2 "2 w2 12

x 10 'radianos

25" 25" 25 25 25 25’
25" 50” 50® 50° 50° 507
25% 50” 75° 75% 75% 75" "
Daz=|B, 0TS, TS T5 LTS L xsen2aa)
[25® 50™ 75 100™ 100” 100"|
[257 507 757 1007 1257 1257|
l2s* 507 757 1007 1257 150"
2,35044 2,35044 2,35044 2,35044 2,35044 2,35044
2,35044 4,70089 4,70089 4,70089 4,70089 4,70089
ZAZ_ 2,35044 4,70089 7,05133 7,05133 7,05133 7,05133
“12,35044 4,70089 7,05133 9,40177 9,40177 9,40177
2,35044 4,70089 7,05133 9,40177 11,7522 11,7522
l2,35044 4,70089 7,05133 9,40177 11,7522 14,1027J

Com a M.V.C. dos azimutes conhecida, é necessario que se calcule a variancia das distancias.

A especificagdo do equipamento informa que a precisdo da distancia e dada pela equagdo:

gd =+/- 2mm +/- 2ppm

Entao:

dmz1 = 1.056,1560m
diz= 1.025,9100m
d2z= 1.123,7600m
d3s = 1.063,5452m
damz = 1.014,3341m

Lembrando que a M.V.C das distdncias é uma matriz diagonal, com esses

Odppy = 0,002m +

Oq,, = 0,002m +

04y, = 0,002m +

Ogy, = 0,002m +

Odars = 0,002m +

2x1.056,1560m
1.000.000

2% 1.025,9100m

1.000.000

2 x1.123,7600m

1.000.000

2 x1.063,5452m

1.000.000

2x1.014,3341m
1.000.000

Odpz1

= 0,0041m

Oq,, = 0,0041m

[ 0,0042m

Oqy, = 0,0041m

= 0,0040m

dam3

03 = 0,0000169m?

a3, = 0,0000164

0%, = 0,0000180m?

02, = 0,0000170m?

03,0 = 0,0000162m?

invertida.
2350 x 107 2,350 x 10 2,350 x 10711 2,350 x 107! 2,350 x 107! 2,350 x 1072 0 0 0
2350 x 107 4,701x 107 4,701x 1071* 4,701 x 107!  4,701x107** 4,701 x 1072 0 0 0
2350 x 107 4,701x 107" 7,051x 10™"* 7,051 x 107*  7,051x 107! 7,051 x 107" 0 0 0
2350 x 1071 4,701x 107" 7,051x 107" 9,402 x 107* 9,402x 107! 9,402 x 107" 0 0 0
2350 x 1071 4,701x 107" 7,051x 107" 9,402 x 107* 11,752x 107! 11,752 x 107" 0 0 0
P71 =12350x 107" 4,701x 10" 7,051x 10" 9,402 x 10~* 11,752x 107! 14,103 x 107! 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0,0000169 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0,0000164 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0,0000180
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
Agora é apenas uma questdo de operagdes com matrizes:
M; = B;P-1BT;
Ki = -Mi1W;
Vi=P-1BTK;
La, =Lb +V,

cocoocoocoocoocoo

0
0,0000170
0

cocoocoooo

0

0,0000162.

valores é possivel montar a matriz Peso

99



IFG - INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIAS E TECNOLOGIA DE GOIAS

AJUSTAMENTO DE OBSERVAGCOES — 2016/1 — PROF. NILTON RICETTI XAVIER DE NAZARENO

1,41027 x 1071  —1,08818 x 10797 —3,19255 x 10797
M; = |—1,08818 x 1077 0,000177985 0,000306661
—3,19255 x 10797 0,000306661 0,001092814

22.863.997.163,742 4.782.636,199 5.337.412,192 87.498,1094
M= 4.782.636,199 11.878,160 —1.935,998 Ki=-M1w, = [ -22,6171 ]
5.337.412,192 —1.935,998 3.017,6137 —12,3594

r0,0000038 rad r 0,7892" 1
0,0000077 rad 1,5790"
0,0000110 rad 2,2663"
0,0000142 rad 2,9191"
0,0000167 rad 3,4425"

V; = P7'BTK, = [0,0000187 rad| = transformando a corregdo dos angulos para segundos = V; =| 3,8667"
—0,0004359 m —0,0004 m
—0,0002544 m —0,0002 m
—0,0004506 m —0,0004 m
—0,0001020 m —0,0001 m
1—-0,0002601 m L—0,0003 m/

Finalmente:

61°07'01,3041 " 7
114 °22 55,2939 "
75°37'02,2812 "
137 °54'47,1339 "
112°53'47,6574 "

La; = Lb+V; =] 30°23'15,0816 "

1.056,1557 m

1.025,9098 m

1.123,7596 m

1.063,5451 m

1.014,3339 m

Os valores ajustados calculados na primeira iteragdo sao atribuidos ao vetor Loz e procede-se a novo calculo
até que a forma quadratica fundamental estabilize. No presente exemplo, a diferenca entre o residuo calculado na
primeira iteracdo e o da segunda, é da ordem de 10-11 para os azimutes e 10-8 para as distancias. Considerando a
precisdo do levantamento pode-se dizer que a forma quadratica fundamental estabilizou e os valores ajustados, por

essa razdo, permaneceram inalterados.

Finalizada a fase de ajustamento, passa-se ao teste de qualidade deste. O teste é feito aplicando-se um teste

o . L 2 . . .oap _ KW .
de hipétese onde se compara o sigma-a-priori (oy) com o sigma-a-posteriori (65 = T)’ ou seja:

., —K™W 26303
=" T3

=0,8768

Teste de hipodtese.

100



IFG - INSTITUTO FEDERAL DE EDUCACAO, CIENCIAS E TECNOLOGIA DE GOIAS

AJUSTAMENTO DE OBSERVAGCOES — 2016/1 — PROF. NILTON RICETTI XAVIER DE NAZARENO

Hipotese basica Ho : ol = 6¢
Hipotese alternativa H, : o¢>62

=
N
Il
|
=
N,
<

qui-quadrado amostral

E verificado se o qui-quadrado amostral atende a equacéo abaixo:
P()zz < X(Za,GL)) =l-a

O tedrico é obtido de uma tabela ou diretamente no Excel através da fun¢do “inv.Qui(a,GL)".
Considerando um nivel de significinciaa = 10% e GL = 3,vem = )((210% 3y = 6,25 (valor tedrico)
Aplicando aequagio = }%=-K'W = j?= 26303

Como esse valor é menor que o qui-quadrado teérico entende-se que estatisticamente o = 62 o que indica que
a hipétese Ho é valida e o ajustamento ndo apresenta problemas e, portanto, os resultados sdo confidveis.

Dando continuidade ao problema é preciso calcular as M.V.C dos valores observados ajustados. Isso é feito através da
equagdo matricial:

YL =aP-PiB"™MBPY)

9,42056E-12  2,32289E-12  -2,4441E-12  -3,01385E-12  -2,69997E-12 0 -3,96202E-11  -2,19048E-09  -7,85099E-10 -2,74092E-09  -2,12412E-09
2,32289E-12  9,19264E-12  1,62462E-14  -3,81927E-12  -4,19096E-12 0 1,68017E-09  -1,43426E-09  9,0798E-10  -2,65075E-09  -1,33785E-09
-2,4441E-12  1,62462E-14  7,70322E-12 6,481E-13 -2,2851E-12 0 2,08031E-09  -1,39143E-09 1,2562E-09  -2,79755E-09  -1,28392E-09
-3,01385E-12  -3,81927E-12 6,481E-13 8,75582E-12  1,78827E-12 0 3,4914E-09 8,56795E-10  3,20424E-09  -6,71992E-10  9,38748E-10
-2,69997E-12  -4,19096E-12  -2,2851E-12  1,78827E-12  9,63304E-12 0 2,35791E-09  7,28353E-10  2,21538E-09  -2,6513E-10 7,7908E-10

0 0 0 0 0 0 0 2,17572E-24  -2,90096E-24  1,08786E-24  1,45048E-24

-3,96202E-11  1,68017E-09  2,08031E-09 3,4914E-09 2,35791E-09  1,60755E-24  1,27777E-05  -2,12245E-06 -2,43685E-06 -1,64676E-06 -2,12058E-06
-2,19048E-09  -1,43426E-09 -1,39143E-09 8,56795E-10  7,28353E-10  3,90151E-24 -2,12245E-06  1,15999E-05 -2,72839E-06 -2,45667E-06 -2,77382E-06
-7,85099E-10  9,0798E-10 1,2562E-09 3,20424E-09  2,21538E-09  3,42999E-24  -2,43685E-06 -2,72839E-06  1,28502E-05 -2,21604E-06 -2,71986E-06

-2,74092E-09  -2,65075E-09 -2,79755E-09 -6,71992E-10  -2,6513E-10  5,26215E-24 -1,64676E-06 -2,45667E-06 -2,21604E-06  1,26638E-05 -2,432E-06

-2,12412E-09  -1,33785E-09  -1,28392E-09  9,38748E-10 7,7908E-10  2,31423E-24 -2,12058E-06 -2,77382E-06 -2,71986E-06 -2,432E-06 1,14759E-05

9,42x10-12  2,32x10-12  -2,44x10-12 -3,01x10-12 -2,70x10-12 0 -3,96x10-10  -2,19x10°  -7,85x10° --2,74x10° -2,12x10°
2,32x10-12 8,80x1012 -4,75x10-13 -4,00x10-12 -4,30x10-12 0 8,27x1010  -1,04x10°  3,37x10-10  -1,74x10° -9,75x10-10
-2,44x1012  -4,75x10-12  7,23x10-12  4,06x1013  -2,44x10-12 0 1,10x10° -9,70x10-® 590x100  -1,79x10 -9,03x10-10
-3,01x1012  -4,00x10-12  4,06x10-13  7,95x10-12 1,19 x10-12 0 2,44x10°  9,75x10-10  2,42x10°  1,66x10-11  1,02x10-°
-2,70x10-12  -4,30x10-12  -2,44x10-12  1,19x10-12 9,17 x10-12 0 1,68x10°  7,81x10-1¢  1,70x10°  1,53x10-10  8,05x10-10
>La= 0 0 0 0 0 0 -3,71x10-2¢  3,74x102¢  3,74x10-2¢+  2,10x10-2¢  2,81x10-24

-3,96x10-10  8,27x10-10  1,10x10-° 2,44x10° 1,68x10°  -3,71x10-2¢  7,56x10¢  -1,08x10¢ -1,23x106¢  -8,83x107  -1,08x10-6
-2,19x10°  -1,04x10° -9,70x10-10 9,75x10-©  7,81x10-10  3,74x10-2¢ -1,08x10¢  6,84x10¢  -1,41x106 -1,23x10¢ -1,37x10-6
-7,85x10°  3,37x1010  590x10-10  2,42x10-° 1,70x10°  3,74x102¢  -1,23x10¢  -1,41x10¢  7,77x10¢  -1,18x10¢  -1,40x10-¢
-2,74x10°  -1,74x10°  -1,79x10°  1,66x10-1!  1,53x10-10 -2,34x1025 -8,83x107 -1,23x10¢ -1,18x10¢  7,52x106¢  -1,21x106

-2,12x10°  -9,75x10-1® -9,03x10-1®  1,02x10°  8,05x10-1°  2,64x10-2¢ -1,08x10¢ -1,37x10¢ -1,40x10¢ -1,21x106  6,74x106
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Calculando a raiz quadrada das variancias se chega as precisdoes dos valores ajustados, ou seja:

Azimutes Ajustados a Distancia
Aziz=| 61°| 7'| 1,2859"| +/-0,6107" Segmento Ajustadas °
Azaz=| 114°| 22'| 552915"| +/-0,6118" M2-1 |1.056,1557m | +/-0,0027 m
Azza=| 75°| 37'| 272814"| +/-05546" 1-2 10259098 m | +/-0,0026 m
Azss=| 137°| 54'| 47,1606"| +/-0,5815" 2-3 1.123,7596 m | +/-0,0028 m
Azsws=| 112°| 53'| 47,6766"| +/-0,6247" 3-4  |1.0635451m| +/-0,0027 m
Azwawa=| 30°| 23| 150816"| +/-0,0000" 4-M3  [1.014,3339m| +/-0,0026 m

Do ponto de vista do ajustamento por minimos quadrados o calculo terminaria aqui, todavia foram solicitadas as
coordenadas dos vértices da poligonal e as respectivas precisdes.

Com os valores observados ajustados aplicando-se as equagoes
XT = Xggiga + 2 d; * sen Az;

T _
V" = Yopiqa + 2 d; * cos Az;

obtém-se as coordenadas ajustadas dos vértices da poligonal

X1 = 806.772,2698 + 1.056,1557 x sen(61°07’,2859") = 807.697,0482
Y1 = 8.160.426,9561 + 1.056,1557 X cos(61°07’,2859") = 8.160.937,1028
X2 = 807.697,0482 + 1.0259098%sen(114°22'55,2915") = 808.631,4604

Y2 =8.160.937,1028 + 1.0259098%cos(114°22'55,2915") = 8.160.513,5880

X3 = 808.631,4604 + 1.123,77596 X sen(75°37'02,2814") = 809.719,9994
Y3 = 8.160.513,5880 + 1.123,77596 X cos(75°37'02,2814") = 8.160.792,7270
X4 = 809.719,9994 + 1.063,5451 x sen(137°54'47,1606") = 810.432,8479
Y4 = 8.160.792,7270 + 1.063,5451 x cos(137°54'47,1606") = 8.160.003,4393

XM3 = 810.432,8479 + 1.014,3339 x sen(112°53'47,6766") = 811.367,2610
YM3 = 8.160.003,4393 + 1.014,3339 X cos(112°53'47,6766") = 8.159.608,7935

Aplicando-se uma propagacdo de variancias para se obter a precisdo destas coordenadas

XY =DxYLaxDT

aF . . . ~ . .
onde D = e que é a derivada parcial das esquagdes de calculo das coordenadas em relagido aos

valores observados e ZLa é a M.V.C obtida no ajustamento.
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dp21€0S(Apar) 0 0 0 0 0 sen(Aym1) 0 0 0 0
—dpa15en(Aya1) 0 0 0 0 0 cos(Ayz1) 0 0 0 0
d 2105 (Apar) dy,c05(Ag,) 0 0 0 0 sen(Ayz) sen(d;y) 0 0 0
—dpaSen(Ay,,)  —dipsen(Ay,) 0 0 0 0 cos(Ayz1) cos(Aq) 0 0 0
D= d21€05(Apz1) dyyc05(As,) dy3c05(Ay3) 0 0 0 sen(Ayz) sen(Ay) sen(Ays) 0 0
B —dyiSen(Ayz1)  —dipsen(Ayp) —dipsen(Ay;) 0 0 0 cos(Auz1) cos(Arz) cos(Azs) 0 0
dy21€05(Apz1) dyyc05(As2) d3c05(Ay3) d34c05(A34) 0 0 sen(Ayz) sen(Ay,) sen(dys) sen(As,) 0
—dyz15en(Ayz1)  —dipsen(Ay;)  —dipsen(Ay;)  —dsygsen(As,) 0 0 cos(Ayz1) cos(Az) cos(Azs) cos(Asy) 0
21605 (Apz1) dy,c05(As2) dy3c05(Ay3) d34c05(A34) dyscos(Ays) 0 sen(Ayz) sen(Ay;) sen(Ays) sen(Asy) sen(Ays)
—dyziSen(Ayz1)  —dipsen(Ap) —dipsen(Ay;) —dagsen(Asy) —dyscos(Ags) 0 cos(Ayzr)  cos(App)  cos(Azs)  cos(Asy)
Finalmente
Coordenadas Calculadas Ajustadas
Vértice
E OE N ON
1 807.697,0482m| +/-0,0028m| 8.160.937,1028m | +/-0,0031m
2 808.631,4604 m| +/-0,0033m| 8.160.513,5880m | +/-0,0044 m
3 809.719,9994 m| +/-0,0035m| 8.160.792,7270m | +/-0,0044 m
4 810.432,8479m| +/-0,0026 m| 8.160.003,4393m | +/-0,0031m
Msc 811.367,2610 m| +/-0,0000m| 8.159.608,7935m | +/-0,0000 m

Obs: O ultimo vértice se refere as coordenadas do marco M3 calculadas

cos(Ays)
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