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MATEMATICA APLICADA

Trigonometria no Tridngulo Retangulo

-

TRIGONOMETRIA NOS PRIMORDIOS

Por alguma razdo, o numero 60 tinha um
apelo mistico para os babilénios. Como resultado,
cerca de 2.000 anos antes da era crista, ja propunham
um sistema de numeracdo cuja base era esse numero.
Tal sistema tornou-se conhecido como sexagesimal,
uma vez que a base escolhida por eles era o numero
60, ou seja, nesse sistema qualquer numero poderia ser
expresso como soma de poténcias de 60 multiplicadas
por constantes adequadas. Os Babilonios propuseram a
divisdo da circunferéncia de um circulo em 360 partes
iguais, dai resultando a unidade de medida de angulo
conhecida como grau. Dessa forma uma circunferéncia
tem 360°.

! saiba mais

Hiparco (cerca 140 a.C.)
recebeu o crédito por ter iniciado
a trigono- metria, ou melhor, ter
introduzido, de forma indireta, o
conceito de seno de um angulo.
Hiparco era pesquisador no
museu de Alexandria, a primeira ‘
instituicao cientifica financiada pelo poder publico.
Transformou-se num dos maiores astrobnomos
da antiguidade. Sua principal contribuicdo a
matemadtica teve a influéncia da matematica dos
babilénios. Credita-se a ele a introducao, nos
meios cientificos relevantes na época, da medida
de angulo proposta pelos babilénios. Introduziu
também a funcao seno utilizando o nimero 60.

Considerando-se dois pontos (P1, P2), ambos
localizados sobre uma circunferéncia, é possivel construir
0 segmento de reta determinado por esses dois pontos.
Hiparco definia corda (Crd) como o comprimento
desse segmento. Para medi-lo, Hiparco introduzia uma
unidade de comprimento que dependia do raio da
circunferéncia. Para isso, dividia o raio da circunferéncia
em 60 partes iguais.

Tracando duas semirretas a partir da origem,
passando pelos dois pontos, P1 e P2, podemos agora
introduzir o angulo a medindo a inclinacdo dessas

semirretas. Claramente, a corda depende desse angulo.
Temos assim:

P, Crd(a)

al2
al2

f 2

Crd(a)= 2Rsen(a/2)

Figura - Definicdo de Corda associada a um angulo.
Crd =Crd(a)

A corda pode ser, nesse contexto, entendida
como fungao do angulo a.

Adotando essa forma de caracterizar angulos,
ou de medi-los, podemos agora entender como Hiparco
introduziu a funcao seno, como é definida nos dias de
hoje. De fato, sua relacdo com a funcdo comprimento da
corda é bem simples:

a_ Crd(a) N (g) _ Crd(a)
Mo =2 M) T 120

Escrevendo a corda como sendo dada por

Crd (a) = 2l e utilizando o valor do raio, sem efetuar sua

divisdo em 60 partes, a funcao seno, definida a partir da
funcao corda, pode ser escrita como:

ay 1

sen (E) = E

A rigor, Hiparco nédo estava introduzindo a

funcao seno. Ele definia o que denominamos seno de

um angulo. Tal definicdo é andloga aquela obtida a partir

das relagées métricas de angulos agudos num triangulo

retangulo.

Hiparco gerou uma tabela de cordas. Essa
tabela é muito semelhante a uma tabela dos senos,
desde que nos atenhamos a angulos menores do que
180°. A fim de determinar a posicao dos corpos celestes,
Hiparco teve a ideia de fazer a interpolacao para gerar
algo como a fungao corda.

Ptolomeu publicou, em sua obra O Almagesto,
uma tabela de cordas para angulos variando dentro de
intervalos de 0,5°.

ANGULOS NO TRIANGULO RETANGULO: O GRAU

Um triangulo é retangulo quando possui um
anguloreto,istoé,doisde seuslados sdo perpendiculares.
Esses lados sdao denominados catetos e aquele oposto
ao angulo reto é denominado hipotenusa.

www.ineprotec.com.br



MATEMATICA APLICADA

Para medir os angulos de um triangulo
retangulo utilizamos o grau como unidade de medida.

Observamos que, como o angulo reto tem
90° por medida, os outros dois angulos de um triangulo
retangulo sao complementares, ou seja, tém como
medida de sua soma 90°.

A

| 90Q°
C - B

Figura - Lados e vértices do triangulo retangulo.

No caso de um triangulo retangulo, vale o
teorema de Pitagoras, ou seja, vale a relacao:

a?+b?2=¢?
onde c é medida da hipotenusa, a e b sdo as
medidas dos catetos.

DEFINICAO DE SENO E COSSENO DE
UM ANGULO AGUDO NUM TRIANGULO
RETANGULO

Considerando o angulo A, por exemplo, o
lado que é oposto a ele tem o nome de cateto oposto (o
lado de medida a ou simplesmente o lado a), enquanto o
lado adjacente a ele, e diferente da hipotenusa (o lado de
medida b ou lado b), é denominado cateto adjacente a
esse angulo. Observe que, considerando agora o angulo
B, olado b é o seu cateto oposto enquanto o lado a é o
seu cateto adjacente.

B

cateto oposto

hipotenusa C b
B ao angulo A

A Oce
b
cateto adjacente
ao angulo A

Figura - Lados de um triangulo retangulo.

www.ineprotec.com.br

A partir da notacdo, definimos o seno de um
angulo agudo do triangulo retangulo como sendo o
quociente do cateto oposto pela hipotenusa:

cateto hipotenusa cateto oposto
oposto en 0="
hipotenusa
0
cateto
adjacente

Figura - Seno de um angulo agudo de um triangulo retangulo.

Da definicao anterior obtemos, na Figura:
Loa ~ b

senA =— senB =-—

c c

Podemos também definir o cosseno de um
angulo agudo de um triangulo retangulo como sendo o
quociente do cateto adjacente pela hipotenusa:

cateto hipotenusa
OpOStO cateto Eld.‘dL‘C]]lC
0sb= -
0 hipotenusa
cateto
adjacente

Figura - Cosseno de um angulo agudo de um triangulo retangulo.

Da definicao anterior obtemos, na Figura:

N ~a
cosA=—- cosB=-—
c c

Convém observar que num triangulo

retangulo s6 temos como definir senos e cossenos para

os angulos agudos.

PROPRIEDADES DOS SENOS E COSSENOS:
A LEI DOS SENOS E A LEI DOS COSSENOS

Uma propriedade notavel do cosseno e
seno de um angulo agudo num triangulo retangulo é
facilmente derivada a partir do teorema de Pitagoras. De
fato, tomando os valores do seno e do cosseno do angulo
agudo A no triangulo retangulo da Figura, conforme as
expressoes, e, em seguida, somando os valores dos seus
respectivos quadrados, obtemos:

- o a (A2 (b)z_a2+b2

sen“A + cos A—(—) +\=) =—F—
c c c

Utilizando o teorema de Pitdgoras, resulta
de que, para qualquer angulo agudo num triangulo
retangulo, vale a relacao:

sen?@ + cos?p =1
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MATEMATICA APLICADA

A fim de poder estabelecer a Lei dos Senos
e a Lei dos Cossenos, que sao relagdes Uteis entre os
lados e os angulos de um tridngulo qualquer, ndo
necessariamente retangulo, podendo ser acutangulo
ou obtusangulo, vamos ampliar o conceito de seno
e cosseno de um angulo. Para tal, introduzimos as

seguintes identidades:
sen90° =1

c0s90° =10
sen(180° —x) = senx

cos(180° — x) = — cosx
Consideremos, em primeiro lugar, a Lei dos
Senos a qual estabelece que, num triangulo

ABC qualquer, vale a seguinte relacao:
a b c

=~ — - = ~ — zr

senA senB senC

onde a, b, c indicam as medidas dos lados
opostos aos angulos de vértices A, B, C, respectivamente
e r é o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

A

C

Figura - Triangulo ABC qualquer, inscrito numa circunferéncia de
raior.

Considerando um triangulo ABC qualquer,
inscrito numa circunferéncia de raio r, a partir do vértice
B podemos encontrar, na circunferéncia, um ponto
diametralmente oposto D; ligando D a C, formamos um
novo triangulo BCD retangulo em C, pois o &ngulo BCDé
inscrito numa semicircunferéncia.

Os angulos de vértices em A e D sao inscritos
na circunferéncia e determinam o mesmo arco BC logo
tém a mesma medida.

Agora, no triangulo retangulo BCD, temos:

~ a
deonde senD =—
2r

i a

senA =—

2r

ou seja, a o
sen A

Repetindo o raciocinio, para os angulos de
vértices B e C, teremos as relagdes:

b
~—=2re ~
sen B sen C

Logo, podemos concluir que:

=2r

a b c

senA senB senB
Consideremos agora a Lei dos Cossenos,
a qual estabelece que, num triangulo ABC, qualquer,
valem as seguintes relagoes:

a? = b2+ c2—2bc cosA
b2 =a?+ c2—2ac cosB

c2=a%?+h?—2ab cosC
onde a, b, c indicam as medidas dos lados
opostos aos angulos de vértices A,B,C,respectivamente.
Vamos provar apenas a primeira das relacdes e isso sera
suficiente, pois as trés sdo analogas.

__Analisemos as trés possibilidades para o
angulo A (agudo, obtuso e reto).

a) A é um angulo agudo.

A H¢ B
Figura - Triangulo ABC em que o angulo de vértice A é agudo.

Seja CH a altura do tridangulo ABC, relativa ao
lado AB. O triangulo AHC é retangulo e pelo Teorema de
Pitagoras,

b%? = h? + m?

O triangulo HBC também é retangulo e,

novamente pelo Teorema de Pitagoras,
a’? = h?+n?
Além disso, m + n = ¢, e, eliminando h nas
duas primeiras equacdes, obtemos:
b2 —m2 = g2 —n2
Eliminando n obtemos:
b?—m? = a?— (c —m)?

Portanto, b> —m? = a? — c?+ 2cm — m?

edaia? =b?+c?—2cm

Mas (m/b) =cos Aou m=b-cosA

de onde a? = b2+ c%— 2bc - cosA

b) A é um angulo obtuso.

H A & B

Figura - Triangulo ABC em que o angulo de vértice A é obtuso.

www.ineprotec.com.br
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Seja CH a altura do triangulo ABC, relativa
ao lado AB. O tridngulo CHA é retangulo e assim, pelo
teorema de Pitagoras,

b%? = h? + m?

Como o triangulo CHB é retangulo, pelo
teorema de Pitagoras,

b?2—m? =a?— (m+ c)?

Eliminando h, temos:

b?2—m? =a?—(m+ ¢)?

Simplificando a ultima equacao, temos:

a?=b?+c?-2cm

m R .
Mas 5= cosHAC = cos(180° — A) = —cos 4, ou seja:

m = —b-cosA
Logo,
a%= b2+ c2—2bc-cosA
A é um angulo reto.
Este caso é o préprio teorema de Pitagoras,
pois cos A =0.

OUTRAS RAZOES TRIGONOMETRICAS

Num triangulo retangulo, sempre no caso de
um angulo agudo, ainda podemos definir outras razdes
entre as medidas de seus lados, além daquelas que
definem o seno e o cosseno.

Definimos a tangente de um angulo agudo
num triangulo retangulo como sendo o quociente do
cateto oposto pelo cateto adjacente:

tgG: cateto oposto

cateto hipotenusa cateto adjacente
oposto ‘
0
cateto
adjacente

Figura: Tangente de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Temos assim que, num triangulo retangulo,
como o da Figura, definimos a tangente dos angulos A
e B, em termos dos catetos do tridangulo retangulo:
-~ b
tgA= E
Definimos também a cotangente de um
angulo agudo num triangulo retangulo como sendo o
quociente do cateto adjacente pelo cateto oposto ou o
inverso da tangente do mesmo angulo:

tgA="2
94=%

www.ineprotec.com.br

cateto hipotenusa
cateto adjacente
oposto cotg 6 =_1= cateto adjacente
0 tgb  cateto oposto
cateto
adjacente

Figura: Cotangente de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Temos assim que a cotangente do anguloA e
a cotangente do angulo B da Figura sao, em termos dos
catetosaeb:

tA—b tB=2
cotg A =— contB =+

Definimos ainda o valor da secante de um
angulo agudo num triangulo retangulo como o inverso
do cosseno do mesmo angulo.Temos, pois, em termos
dos lados do triangulo:

cateto hipotenusa
oposto hipotenusa
sec 6= :
0 cateto adjacente
cateto
adjacente

Figura - Secante de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Assim, para os angulos A e B da Figura, temos:

. C . C
secA=B secB =—

a
Definimos a cossecante de um angulo agudo
num triangulo retangulo como o inverso do seno do
mesmo angulo:

cateto hipotenusa
oposto :
o hipotenusa
0 cateto oposto
cateto
adjacente

Figura: Cossecante de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Consequentemente, os valores da cossecante
do angulo A e da cossecante do angulo B da Figura sdo
dados, em termos dos lados do triangulo

c

~ C ~
cossecA =— cossec B =—
a b

Conclui-se que, num triangulo retangulo,
podemos definir diferentes valores associados a angulos
agudos, valores esses que sao quocientes entre as
medidas dos lados do triangulo.
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MATEMATICA APLICADA

TRIANGULACAO: CALCULO DE DISTANCIAS
INACESSIVEIS

Medir é comparar. No cotidiano, a medida de
distancias é feita através de uma medida direta, isto &,
comparando-se as dimensdes de algo com uma unidade
padrdo. Usualmente, adotamos o metro como unidade
padrao para medir distancias. Na astronomia utilizamos
outras unidades, as quais serdo aqui apresentadas.

Medidas diretas sao inviaveis na Astronomia.
Por isso, no caso dos objetos localizados fora da Terra as
medidas sao efetuadas de uma maneira indireta.

Um dos métodos indiretos mais antigos de
determinacao das distancias é o uso da triangulacao.
Na Figura esbocamos o esquema basico do uso da
triangulacao, para determinacgao da altura (h) do monte.
Ele requer a determinacdo de um angulo (0), entre as
direcdes da base e do cume do monte, e da distancia (d)
entre o observador e o monte; 8 e d podem ser medidos.

O angulo 6 é medido com um instrumento
denominado teodolito.

Figura - Determinagao da altura do monte por triangulagao:
tg8=h/douh=d x tg6.

Algumas vezes utilizamos a semelhanca
entre triangulos.

Um dos registros mais antigos de uso desse
método indireto é aquele atribuido a Tales de Mileto (625
-558a.C.), o qual teria determinado a altura da piramide
de Gizé a partir da determinacdao da dimensao da
sombra projetada no solo. Tomou o cuidado de efetuar
tal medida no exato momento em que o tamanho de sua
sombra projetada no solo era igual a sua altura. Nesse
momento, o tamanho da sombra da piramide era igual a
altura da piramide.

Na Figura esta representada a configuracdo
de uma estrela, vista da Terra em duas posi¢coes
diametralmente opostas no seu movimento de

translacdo e o Sol. A paralaxe estelar é o desvio aparente
da estrela em relacao as estrelas de fundo. O angulo de
paralaxe é p. As posicOes aparentes da estrela podem
ser registradas em imagens da regidao do céu, obtidas
em épocas diferentes. As paralaxes sao diminutas. Ou
seja, sao medidas em segundos de arco. Por exemplo, a
estrela mais proxima do Sol, a Préxima Centauro (e de
grande paralaxe, portanto) tem paralaxe de meros 0,77
segundo de arco (2 décimos-milésimo de grau). Estrelas
mais distantes tém paralaxes menores ainda.Tendo em
vista a dificuldade experimental de distinguir pontos
muito proximos, esse método é bastante limitado.

estrela

Figura: Paralaxe estelar.

O método da paralaxe trigonométrica
introduziu na Astronomia uma nova unidade de
comprimento: o parsec. Um parsec é equivalente a
3,26 anos-luz ou 206.264 unidades astronémicas, ou
ainda 31 trilhdes de quildmetros. Nesta unidade, as
distancias a estrelas mais brilhantes visualmente ficam a
distancias entre 1,3 pc (a-Centauri) e 800 pc, excluindo-
se evidentemente o Sol.

D(parsec) =1/ p(segundo de arco)

Experimente escrever essas distancias em
km, vocé vai ter que escrever muitos digitos! Um
parsec = 206265 U.A. Uma unidade astronOmica, por
sua vez, é equivalente a 1,49 - 108 km.

www.ineprotec.com.br
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Trigonometria no Ciclo Trigonométrico

ANGULO

Sejam r e s duas semirretas com mesma
origem. Definimos angulo entre elas a cada uma das
duas regides do plano delimitadas por elas, incluindo as
duas semirretas. Normalmente utilizamos letras gregas

para representar angulos.

Fica convencionado que o angulo entre duas
semirretas serd sempre o menor deles. Logo, na figura,
o angulo entre as semirretas t e s sera a. A figura nos
mostra também que a + S é igual a um angulo de volta

inteira (ou de uma volta).

Unidades de medida de angulos: Para melhor
trabalharmos com os angulos, devemos saber medi-los,

e para tanto, definimos as seguintes unidades:

GRAU: Se dividirmos o angulo de uma volta,
independentemente do tamanho de seus lados, em 360
partes iguais, cada uma delas representara 1/360 desse
angulo e serd chamada 1 grau, e sua representacao
serd 1°. O grau é subdividido em 60 minutos (60’), e

cada um desses minutos é, por sua vez, subdividido
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em 60 segundos (60"). Assim, o angulo de 1° pode ser

subdividido em 3600".

Logo, a medida do angulo de volta inteira
é 360°, nao importando o quanto a semirreta r for

prolongada.

RADIANO: Esta unidade de medida de
angulos, e também de arcos, tem como simbolo 1 rad.
Dizemos que um arco mede 1 rad se o seu comprimento
for igual ao raio da circunferéncia onde este arco esta

definido.

a =arcoAB = 1rad

Entao, a medida do angulo ou arco de uma
volta serd igual a 2mrad pois, como ja sabemos, o
comprimento da circunferéncia inteira é obtido pela
expressao C = 2mr. Uma terceira um idade de medida de
angulo, o Grado, nao sera usada neste texto. Podemos
agora montar entdo uma tabela de medidas de alguns

angulos importantes nas que acabamos de definir:
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MATEMATICA APLICADA

Angulo Figura Graus | Radianos
Volt
. ° .a 360 2n
inteira '
Meia-volta m 180 b
Ret 90 r
eto -
2
3/4d
/4 de 270 3n
volta 2
1 . T
/8 de N 45 L
volta ) 4
\ 450

Vemos que assim é possivel transformar as
medidas de um angulo de uma unidade para a outra

o

se obedecermos a razao
sequir:

, conforme os exemplos a

V4

EXEMPLOS:
1) Transforme em radiano o angulo de 30°.

Devemos utilizar a razdo que acabamos
de escrever para montar a propor¢cao conveniente:
180° 30°

T o«
180°-a = 30° -7, e assim podemos calcular o valor de
a:

, donde podemos ter a equacdo:

_30°7r T
“=180° 6

R 7T
2) Escreva em graus o angulo de —rad.

5

. , ° a

A proporcao agora sera: ==

5

. 7T .
Entao:m - a« = 180° 5 e entao escreveremos
180° - 7w
que:a = —Q 5 e finalmente teremos: ¢ = 252°.
CICLO TRIGONOMETRICO

Ciclo Trigonométrico ou simplesmente Ciclo:
Qualquer circunferéncia cujo raio é considerado unitario,
gue possua um ponto considerado como Origem e m
sentido considerado como positivo (normalmente o
anti-horario) é denominada Ciclo Trigonométrico.

o) C: Centro
O: Origem
raior =1
E costume montarmos um sistema cartesiano
ortogonal com origem no Centro do Ciclo e o eixo das

abscissas passando pelo ponto O, conforme a figura a
sequir:

eixo das ordenadas

c o eixo das abscissas

Este sistema cartesiano, como podemos
notar, divide o Ciclo em quatro partes denominadas
Quadrantes, numeradas a partir do ponto O e
obedecendo o sentido positivo de percurso.
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E importante saber que os eixos das
abscissas e das ordenadas nao fazem parte de
nenhum dos Quadrantes. Assim, se um angulo

central a do ciclo estd no 1° Quadrante, ele
obrigatoriamente sera tal

. T
ainda 0<a <E'

s
poderemos afirmar que 90° < a < 180° ou > <a<m.

que 0°<a<90° ou
Se ele estiver no 2° Quadrante

Se fizer parte do 3° Quadrante deveremos ter

3n
180° < a<270°oun<a<—, e, finalmente, se

2
pertencer ao 3° Quadrante, este angulo sera tal que

. 3n
270° < a < 360°, ou, em radianos, > <a<?2m

/2
——

>

7

2° quadrante | 1° quadrante \‘-.

) c lo _

L g

| 2m

":.\3"' quadrante | 4° quadrante /
\ /

———
3m/2

Porém, um angulo pode dar mais que uma
volta no Ciclo. Para sabermos a que Quadrante pertence
um angulo como este, ou até um angulo negativo (que
se move no sentido hordrio), deveremos obter sua
menor determinagao, que vem a ser o que resta dele
apos retirarmos as voltas inteiras que ele da no Ciclo. O
Quadrante onde esta menor determinacao estiver serd
aquele onde estara o angulo.

EXEMPLOS:

Obtenha a menor determinacao dos

seguintes angulos e o Quadrante ao qual pertencem.
1) 3800°

Se dividirmos 3800° por 360°, obteremos
quociente 10 e resto 200° e isto significa que
3800° = 10-360° + 200°, ou seja: sao 10 voltas completas
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no Ciclo e 200° de menor determina¢ao. Logo, como
2000 pertence ao 3° Quadrante, pois 180° < 200° < 270°,
afirmamos que 3800° pertence ao 3° Quadrante.

2)-4530°

Do mesmo modo que no exemplo anterior,
temos: -4530°=-12-360° + (- 210°) =-12-360° -360° +
360°-210°=-13-360°+ 1500.

Isto é: Este angulo significa 13 voltas
completas no sentido hordrio no Ciclo e 150° de
menor determinacao, que deve ser sempre maior ou
igual a zero. Como 150° estd no 2° Quadrante, pois
90° < 150° < 180°, entao o angulo de pertence ao 2°

Quadrante.
73m
3) Trad
73 70 3 3
—nrad = —nrad +—7Trad =7-Q2mrrad) +—7Trad
5 5 5 5
Isto quer dizer que este angulo da 7 voltas
completas no Ciclo e possui menor determinagao igual

3 m  3m
a ?rad, e como sabemos que > < = < m, afirmamos

gue este angulo faz parte do 2° Quadrante.
4) 142m

Podemos perceber com facilidade que:
142m  126m < 16n> 167

rad

9 ~ 9 g )= Tl

21 21
2 =16 +—=—-8-(2n) +—
9 9
Este angulo, portanto, descreve 8 voltas no
Ciclo em sentido hordrio e sua menor determinacao

. 2m 2r w A
é 9 Como 0 < 9 < 5 podemos ver que o angulo

inicial esta no 1° Quadrante.

OBSERVACAO: E importante perceber que,
para que o quociente represente o numero inteiro de
voltas no Ciclo, ele deve um numero par vezes .

5) 630°

A divisdao por nos mostra que
630° = 1 -360° + 270°, que significa que este angulo
efetua uma volta inteira no Ciclo no sentido anti-horario
e ainda tem uma menor determinacao de 270°. Porém,
270° ndo se encontra em nenhum dos quadrantes, mas
sobre o eixo y. Logo, 630° estd sobre o eixo y, e ndo
pertence a nenhum quadrante.
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MATEMATICA APLICADA

Arcos Congruentes

Se dois arcos de um mesmo Ciclo
Trigonométrico possuirem mesmas Origens e mesmas
Extremidades, eles sdao chamados congruentes, ndo

importando o niumero de voltas que eles deem no Ciclo.

Deste modo, todos os arcos ou angulos
escritos na forma a = m + k - 2m com medidas em
radianos, ou ainda a = m + k - 360° com medidas em
graus, sao congruentes a um dado arco de medida m,
em radianos, com 0 rad < m < 2mrad, ou 0° < m < 360°,

s€ em graus.

EXPRESSOES GERAIS DE ARCOS

Imagine um hexdagono regular inscrito
no Ciclo, com um de seus vértices coincidindo com a
Origem do Ciclo. Seus vértices A,B,C,D,E,F nessa ordem
dividirao esse Ciclo Trigonométrico em seis arcos
congruentes, cada arco definindo um angulo central

de 60° ou grad.

Podemos perceber que os angulos na forma
Vs
3
aqueles que determinardo os vértices do hexagono

a =60° ou a =k-=,ondek € Z,serao precisamente

citado.

Se, em vez de um hexagono, tivermos um
octégono com um dos vértices coincidindo com a
Origem do Ciclo, os 8 angulos centrais que determinam
as posicoes dos vértices deverdo obedecer a forma

a = 45°k ou k-%,comke Z.
10, -6, —2,2,6,10, ...
9,-5-13—7,11..

O angulo a expresso pela

k € Z,

igualdade

a =30°490° onde como podemos

perceber, estd no Primeiro Quadrante se

k=--—8,-4,0,4,812,---. Ele estard no Segundo
Quadrantesek =---—7,-3,1,5,9,13,---.Ele pertencera
ao Terceiro Quadrante se k = ---—, e, finalmente, ele

fard parte do Quarto Quadrantese k = - —.

Dado um ponto P(p, p,) no Ciclo
Trigonométrico, fica determinado em consequéncia
um Unico angulo central a para o qual definimos as

fungdes seno e cosseno do seguinte modo:

SENO do angulo a é a ordenada de P, ou seja: sena=p,.

COSSENO do angulo a é a abscissa de P: cos a = p,.

Analisando as figuras a seguir, poderemos
perceber que se o angulo estiver no 1° Quadrante,
tanto o seu seno como O cOsseno serao positivos.
Porém, se o angulo estiver no 2° Quadrante, o seno
continuard positivo, mas o cosseno sera negativo. Se no
3° Quadrante, ambos, seno e cosseno serao negativos, e,
por fim, se 0 angulo pertencer ao 4°, o seno sera negativo

€ 0 Cosseno, positivo.
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12 Quadrante 22 Quadrante
/
r a i) i
! =l | =
5 F : -
\ /
//
sena >0 sena >0
cosa >0 cosa <0
32 Quadrante 42 Quadrante
! J
sena <0 sena <0
cosa <0 cosa >0

Estas figuras nos permitem, com um pequeno esforco, perceber que a tabela a sequir é verdadeira:

" T 3
Angulo | 0°(0 rad) 9O°(Erad) 180°(m rad) 270°(—nrad> 360°(2m rad)

2
Seno 0 1 0 -1 0
Cosseno 1 0 -1 0 1

Se supusermos que um angulo x estd no 1° Quadrante, entdo o angulo m-x estara no 2°, 7+ x pertencera
a0 3°, e 271 — x ou simplesmente — x estara no 4° Quadrante.

Por isso, poderemos escrever que: sen x > 0, cos x > 0, sen (mm - x) > 0, sen (1 + x) < 0, cos (m + x) < 0, cos
(-x)<0ecos(-x)>0.

www.ineprotec.com.br



MATEMATICA APLICADA

N sl B _flea
/ """""" ! 180°x E
A\
[ L / \
| \ { * ﬂ i
\ | |
senx >0 sen(180°—x) >0
cosx >0 cos(180°—x) < 0
R
X \‘.[ X u |
“ J i
/ T
P :
___________ L
180°+ x L
sen(180°+x) <0 sen(—x) <0
cos(180°+x) <0 cos(—x) >0

Podemos ainda perceber que os varios valores de seno e cosseno nos diversos quadrantes podem se
relacionar com valores do 1° Quadrante que ja estdo tabelados.

Assim, se analisarmos as figuras a seguir, poderemos estabelecer o seguinte:

<

4

P

|9 = =

‘Ll s %, X X
5 180°- x X i % 4

m & /
- I.-' \
L | \ i
- : . I
L
L N F 1800 S | e A x

O e |LE 4§ Shs |

Y

6 sen(180° — x) = sen x sen(180° + x) = —sen x sen(—x) = —senx
'-l'_J cos(180° — x) = —cosx cos(180° + x) = —cosx cos(—x) = cosx
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EXEMPLOS: 51 m T 2
e) cosT = COS(T[ +Z) —C0S— = ———

1) Calcular os valores de seno e cosseno 4 2
pedidos a seqguir: f) sen 3752° = sen 152° = sen (180° — 28°) =
a)sen 207° = sen(180° + 27°) = —sen 27° = —0,454 sen 28° = 0.469
b) cos284° = cos(360° — 76°) = cos76° = 0,242 2) Simplificar as expressoes:
c) cos(—34°) = cos34° = 0,829 a) E = sen (x + 540°) — 2 cos(1800° — x)
S . - NG + sen (x — 900°)
d) sen = | = sen (27T - §) = —sen o =——- b) E = cos(x + 6m) — 3sen(8w — x) + cos(x — 5m)

Funcdes Seno e Cosseno de um Arco

Seja a um numero real que representa a medida de um angulo central no Ciclo Trigonométrico medido
a partir da Origem, e que assim determinara um unico ponto P(p,, p,), conforme a figura.

1

21

Y

Com este pressuposto, definimos as fungdes seno e cosseno de um angulo do seguinte modo, porém
utilizando a letra x para a variavel independente que representa o angulo, e y, ou f(x), para as funcdes. O eixo das
abscissas pode ser chamado de eixo dos cossenos e o das ordenadas de eixo dos senos.

Assim temos as fungdes y = sen x e y = cos x que associam a cada valor do dngulo x o0 seu seno ou o seu
cosseno, respectivamente. As duas funcdes de R em R, para serem bem entendidas devem ter suas representacdes graficas
desenhadas, e, para tanto, pode ser conveniente montar a tabela a seguir, com os angulos em graus:

@ [0|30]|45|60|90|120| 135 | 150 | 180 | 210 | 225 | 240 |270 | 300 | 315 | 330 | 360

DY I 3 I 1T I E 2 U3 - B R -3 D 1 T O ) )
2122 2 2 2 2 2 2 2 2 2

cos |1 V3|02 Lo | LI VI B |3 s T | L2 sy
2122 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Os valores aproximados dos apresentados na tabela sao:

1 2 3
5= 0,500; \/7_ =0,707; \/7_ = 0,866

Se representarmos graficamente os pontos dessa tabela, obteremos as seguintes representacdes graficas
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para as funcdes y =senx ey =cosx:

0,866~~~ -~~~ - === === o qmmmmess
LA AR i R Senoide (y = senx)
051------- (it Tl ittt it o=
1 ! 1 1 ' ' Ll
1 i i i ]
1 & i
30° 45° 60° 90° 120°  135°  150° 18 2100 225° 2400 270° 300° 315 330° 360°

]

Cossenoide (y = cosx)

120° 135° 150° 180°
]

270° —_— 360°

I
I
I
I
'
'

0707 ======= ==

1
1
1
)
i
i
1
I
1
1
:
40,8661 === === == === mmm - m— oo :

Observando os dois graficos que acabamos que o seu Dominio é R, conjunto dos NUmeros Reais.
de tracar, vemos que ambas as funcdes variam de -1
até +1, o que significa que as suas Imagens sao iguais EXEMPLOS:

ao intervalo fechado [-1,1]. Podemos ainda notar que Representar graficamente as funcoes, e

(O graﬁcos serepetem, formando uma curva que sobee informar Dominio, Imagem e Periodo:

desce indefinidamente. Tais curvas e suas funcdes, que
1) fix) =2 + 3 cos 2x
se repetem deste modo, sdo chamadas Periddicas, e seu

. - < . . a) Tabela:
5 Periodo é igual a diferenca entre duas abscissas mais )
— o . ) B X 2x cos2x | 3-cos2x| 2+3-cos2x
8 proximas para as quais as citadas funcées possuem o
e 0° 0° 1 3 5
‘L S
=8 mesmo valor e a mesma inclinagao.
8 45° 90° 0 0 2
- No caso da funcdo y = sen x, podemos
L 90° 180° -1 -3 -1
d calcular o Periodo como sendo igual a diferenca P =
135° 270° 0 0 2

=8 360°-0°360° ou ainda P = 21— 0 = 2. Vemos também
m o o

; i , 180 360 1 3 5
@8 que afuncdoy = cos x apresenta 0 mesmo periodo. E
U o o
= ) , ) . 270 540 -1 -3 -1
Z possivel perceber ainda que estas funcdes existem
U o -]
\LLI L . N 360 720 1 3 5
— para qualquer valor real da variavel x, e isto significa
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b) Grafico: c) Dom (f(x)) =R; Im(f(x)) = |-

i 21
Periodo = ?rad ou 120°

Funcdo Tangente de um Arco

Pela Origem de um Ciclo Trigonométrico,

tracemos um eixo vertical orientado de baixo para cima,

que chamaremos de eixo z, e prolonguemos o raio que

. ~ Ve . .
\/ \/ determina o arco OP até encontrar este eixo vertical no

Ponto T, conforme a figura:

c) Se observarmos o graﬁco veremaos que

Dom(f(x)) =R, Im(f) = [-

Periodo = 180° ou r rad

A al

y =3—4-sen(3x —m). B !
a) Tabela: ) ¢ o .
x | 3x |3x—m|sen(3x—m)| —4-(3x—m) |3 —4sen(3x—m) =
olo| = 0 0 3
w/6|m/2| -m/2 -1 4 7
/4 |3n/4| /4 -0,760 3,040 6,040
/3| n 0 0 0 3
n/2 |3n/2| m/2 1 -4 1
3] n 0 0 3 Ao segmento OT, orientado de O para T,
damos o nome de tangente do angulo g, e utilizamos o
b) Grafico:

simbolo: tga = OT.

O eixo z é chamado de eixo das tangentes.

Mais uma vez, se observarmos a figura,
perceberemos que se a=0, entao tg a =0, pois os pontos
O e T coincidirdo. Porém, se a = 90°, entdo o raio que
determina este angulo serd vertical e, em consequéncia,
nao cruzara o eixo z, também vertical. Dizemos entao
que nao existe tg 90°. Analogamente, nao existira
também tg 270°.

As figuras a seguir nos mostram os sinais da

funcdo nos vérios quadrantes:

% As figuras a seguir nos mostram os sinais da

funcdo nos vérios quadrantes:
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MATEMATICA APLICADA

X € 1° Quadrante —> tg x >0 X € 2° Quadrante —> tgx< 0

X € 3°Quadrante — tg x < 0

tangente dos angulos de 90° e 270°.

Se utilizarmos esta relacdao e a tabela de
valores de seno e cosseno de um angulo que construimos
na pdagina 14, poderemos calcular os valores das
tangentes dos angulos notaveis.

Assim, temos:

AN
Qy
X € 4° Quadrante — tg x <0

x=0 ou Orad =1tgx=0
x=0 180°0u 7rad =tgx=0

x=° ou n/2rad =%tgx=0

x=0 180" ou mrad =%tgx=0

senx |

A s . gy =
Vocé ja sabe que a igualdade tg x osx ©

verdadeira quando x é angulo agudo de um triangulo
retangulo. Vamos agora demonstrar que tal propriedade
também vale no Ciclo Tigonométrico:

Observemos a figura a seguir, onde temos o
angulo x no Ciclo Trigonométrico e os triangulos ACQP e
ACOP retangulos respectivamente em Q e em O.

—
\

Comooanguloxéinternodosdoistriangulos,
podemos afirmar que, pelo caso AA (angulo, angulo)
de semelhanca de triangulos, estes dois triangulos sao
semelhantes, e entao podemos escrever as seguintes
proporcoes e, em seguida, usar as definicdes de sen x,

cos x e tg x no Ciclo Trigonométrico que ja conhecemos:
cO 0T (T R 1
CQ QP CP
tg x

t CT 1
_tgx _CT_

cosx senx 1
sen x

COSXx

Esta propriedade nos mostra que, para que
exista tg x é necessario que nao seja nulo, ou ainda que
x seja diferente dos angulos de 90° e 270° ou ainda

T 3m
Ee 7rad.
Desta forma, justificamos de dois modos,

algebricamente e geometricamente, a nao existéncia da

1
fg3geoSm3C _ 2 1.2 1 V3 3
g _c0530°_\/_§_2 3 V3 V3 3
2
V3
. sen60° 5~ V3
tg 60 _cos60°_T_7'2_\/§
2
V2
. 450_sen45°_7_\/§ 2 4
T cos45° 2 2 2
2
V2
. 1350_se11135°_ 2 1
g " cos135° 2
T2

Como exercicio, deduza os valores das
tangentes da tabela a sequir:

Angulo Tangente
0° 0
30° E

3
45° 1
60° V3
90° A
120° -3
135° -1
150° — ﬁ
3
180° 0
210° E
3
225° 1
240° V3
270° A
300° -3
315° -1
330° _ E
3
360° 0
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Esta tabua de valores nos da condigcoes de
tracar o grafico de funcao f(x) = tg x:

'
|
|
'
'
1
'
'
|

/

I
|
i
i
|
|
|
|
|
I
180°| 270°)
| )
|
|
|
|
|
l
i
|
|

|
1
'
|
1
'
|

Analisando a representacdo grafica que
acabamos de elaborar, podemos afirmar que o periodo
da funcdo tangente é m radianos ou 180°, sua Imagem é
todo o conjunto R e seu dominio é o conjunto R do qual
retiramos os angulos 90°, 270°, 450°, 630°, etc., além
dos valores negativos —90°, -270°, etc. Estes angulos
podem ser descritos por uma Unica expressao, que é

A
90°+ 180° -k, ou 5 + k - m, onde k é um numero inteiro.
Assim, o dominio da funcdo y = tg x é dado por:
Dom(tg x) = R —{x/x =90° + 180° - k},onde k € Z.
T
ou ]R—{x/x=§+k-n}
Estafuncdo apresenta em seu grafico infinitos

ramos, e ela é sempre crescente, ao contrario das funcoes
Seno e COSSeNO que ora sao crescentes, ora decrescentes.

Adicéo de Arcos

1 3
Vocé ja sabe que sen 30° = o sen 60° = g
e sen 90° = 1. Entdo é imediato perceber que:
1 3 1++3
sen 30° + sen 60° = §+\/7— = 2\/— # 1 =sen90°.

Ou seja, se somarmos dois arcos os seus
senos nao se somam, e, do mesmo modo podemos
perceber que seus cossenos e suas tangentes também
nao se somarao.

Para tais cdlculos precisamos desenvolver
algumas férmulas préprias:

cos(a+b) =cosa-cosb—sena-senb
sen(a+b) =sena-cosb+senb -cosa

tga+tghb

tg(a+b)=1—tga-tgb

www.ineprotec.com.br

DEMONSTRACOES

Para a demonstracdo da primeira formula,
cosseno de uma soma, Sa0 necessarios conceitos
que serdao desenvolvidos futuramente em Geometria
Analitica, e, por isso, consideraremos ser ela verdadeira.

Ja a formula do seno de uma soma pode ser
demonstrada com a utilizag¢do da anterior:
sen(a +b) = cos(90° —(a+ b)) = cos((90° —a) — b)
= c0s(90° — a) - cos(—b) — sen(90° — a) - sen(—b)
=sena-cosb—cosa- (—senb)

=sena-cosb+senb:cosa

A formula da tangente utiliza a ja conhecida
nx

. se ~
igualdade tg x = com cos x nao nulo:
cosx

sen(a+b) sena-cosb+senb-cosa
cos(a+b) cosa-cosb+sena-senb

tgla+b) =

Se dividirmos o numerador e o denominador
desta ultimafracao porcosa-cos b (ndo nulo), obteremos:

sena-cosb+senb:cosa

_ cosa - cosb
tg(a+b)_cosa-cosb—sena-senb
cosa - cosb
sena-cosb senb-cosa
_cosa-cosbh ~ cosa-cosbh _ tga+tgb
cosa-cosb sena-senb 1—tga-tgh

cosa-cosb cosa-cosh

Com o denominador diferente de zero.

Conhecidas tais formulas, podemos deduzir
as seguintes:

a) cos (a-b), que ja foi usada para demonstrar
aférmula sen (a + b), pode ser assim obtida:

cos(a—b) = Cos(a + (—b))
= cosa - cos(—b) —sen a - sen(—b)
=cosa-cosb—sena-(—senb)

=cosa-cosb+sena-senb

b) sen(a— b) = sen(a + (—b))
=sen a-cos(—b) + sen(—b) - cosa
=sena-cosb + (—senb)- cosa
=sena-cosb —senb-cosa
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MATEMATICA APLICADA

o tgla—»h) = tg(a + (—b))

_ tga+tg(=b)  tga+(-tgh)
" 1—tga-tg(=b) 1-—tga-(—tgh)

_ tga—tgb
“1+tga-tgh

Supondo o denominador nédo nulo.

APLICACAO: DUPLICAGCAO DE UM ARCO

As formulas de adicdo de dois arcos podem
ainda ser Uteis na sua duplicacao. Vejamos:
a)
cos2a = cos(a+ a) = cosa-cosa—sena-sena
= cos’a—sen’?a
Como sen?a + cos?a = 1, a Ultima expressao
ainda pode ser melhorada para:
cos’a=

sen?a = cos?a— (1 — cos?a) = cos?a—1 +
sen’a =1 —sen?a — sen®a—sen?a=1—2 -sen?a

Isto nos mostrou que a férmula de cos 2a
pode ter até trés apresentacoes.

b) sen 2a = sen(a+a) = sena-cosa
=2-sena-cosa

tga+tga
C = =
)tg 2a =tg(a +a) T—tga tga
_2-tga
1-tg?a
EXEMPLOS:

Obtenha os seguintes valores:

1) sen 75° = sen(30° + 45°)
= sen 30° - cos45° + cos 30°

_1V2 V2 V3 V2 V6 _V2++6
=yt Tt T

2) cos285° = cos 15° = cos(60° — 45°)

= c0s60° - cos45° + sen 60° - sen 45°
_1VZ V3 NZ_VZ 6 _ V246
T2 22 2 4 4 4
T
3) tg = (tg2m +%) i ttog
2 T4—)=—no 73
973 g 3 1+tg21‘c-tgg
0++3 3
_0+V38 _V3_ =
1+0-4/3 1

APLICACAO: ARCO METADE

Ja sabemos que 2a=2-cos**-1=1-2-sen’a.
Se fizermos 2a = x, teremos:

1+ cosx

cosx = 2 - cos? (;) — 1= cos (;) =4 ,eainda:
cosx=1—2-sen2(§)—1:cos(§)=i 1+2cost

lém disso: x _sen(%)_ 1—cosx
€, alem disso: tg (E)_ (;)_i 1+ cosx’

CoS |\~

Nestas formulas, o sinal “+ ” sera substituido
por“+” ou por“-", quando for conhecido o quadrante
onde estamos trabalhando.

EXEMPLOS:

Calcular o valor de:

30° - 1—cos30°_
2 ) 2 h

_[2-V3 V2-43
- 4 2

a) sen 15° = sen (

Esta ultima expressao deve ter o seu

denominador racionalizado ainda mais uma vez, e
teremos:

242 2v2+2 2-(V2+1)

¢ (3—”>— V2 . 1++2
INe)"2-v2 2+v2  4-2 2

www.ineprotec.com.br
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Equacdes Trigonométricas

Dizemos que uma equacgao é trigonomeétrica
se sua varidvel for um angulo do qual desejamos uma
funcéo trigonométrica.

Assim, as equacoes:
1
2 — 3 sen(2x +90°) =5 3-tgx=—4

sao trigonométricas, porém a
2x -7 cos45°=0nao é.

equacao

A resolucao de uma destas equagdes envolve
o conhecimento da Imagem e do Periodo das func¢des
que dela fazem parte.

EXEMPLOS:
Resolva as equagdes em R:
1)senx=3

Como sabemos, a Imagem da funcao
y=senxé[-1,1].Ou seja, 3 ndo faz parte dela, entdo esta
equacao é tal que sua solucdo é impossivel, e teremos:
V=0.

2) cosx=cos 17°

De acordo com o estudo que fizemos da
funcado cosseno, podemos dizer que a solucao desta
equacgao é x==17°+k-360° pois, tanto 17° como -17°
tém o mesmo cosseno, e o periodo desta funcao, em
graus, é 360°. Portanto,V ={+ 17°+ 360°- k, k € Z}.

|
17 |X

www.ineprotec.com.br

3 1
)senx = >

1
Sabemos que sen 30° = > porém ha outro
angulo que, na 12 volta tem o mesmo seno, e este angulo
é 180° - 30° = 150°. Além disso, ha angulos nas demais
voltas que sdo também solucdo da equacao.

/‘—n\

+60° —60°

v

Podemos representar todas estas solucoes da
seguinte maneira: x = 30°+ k-360° e x=150°+ k- 360°, com
K € Z, pois, como vocé ja sabe, o Periodo da funcdo seno é
360°.

Entao, o Conjunto Verdade da equacao sera:
V ={30°+360°- k, 150° + 360° - k, k € Z}

Esta resposta ainda pode ser escrita do
seguinte modo:

V ={90°+ 60° +360° k, k € Z}

3)2 -sen(x—z) =3

4

Esta equacao nos permite escrever que:

son(x =Ty =3
4/ 2

Portant n—n+n+2k m

ortanto, x 1-7%¢ m,  CO

3w
keZ:x=Tig+2kn,comkEZ.

3 T
Logo,V = {Tig—i_ 2km,comk € Z}

5)3tg (2x +%) =3
V3

De imediato, temos: tg (Zx + %) =3 Logo,




ya

z

<
=
<
L)
LLl
[
©)
o
[
L
m—l
L
=
Ll
O
Y
pd
O
LLI
—

MATEMATICA APLICADA

. . T T
podemos escrever imediatamente: 2x +—=— + km,

4 6
I
com k €Z, e, assim, 2x = 12 + km. Assim, poderemos
T km .
afirmar que x=—+4+—,k€Z, e concluir que

24" 2
S LN
|l 24 27 ‘

6) senx — V3 - cosx = 0, com x € [—27, 27]

Da equacao, temos:

senx
=\/§, com  Cos

senx=\/§-cosx=>

T
x nado nulo. Entdo, tgx = V3. Logo, x = —+k - m,k € Z.

6
Porém, a solucdo estd restrita ao intervalo dado, portanto o
conjunto solucao da equacgao serd: vV = m_smm7n
J g q g * - 6 ) 6 ) 6 ) 6

7)sen2x —senx =0
Se aplicarmos a férmula do seno do arco
duplo, a equacao passara a ser a seguinte:
2-senx-cosx —senx =0=senx-(2-cosx—1)=0
senx=0=>x=k-nkeZ
i
2-cosx — 1=0=>cosx=i§+2kn,ke Z

Logo, V = {kn ig+ 2km, k € Z}

Esta mesma equagao poderia também ser
resolvida do seguinte modo:

sen2x —senx =0 =>sen2x = senx

N 2x + x + 2km
2x=m—x+2kr=—x+Qk+1) 1w

x=2k-mcomk€eZ
= 3x=(2k+1)-n=>x=(2k+1)-gcomkEZ
. T
Entdo,temos:V = {Zk -, 2k + 1)-§,k € Z}

OBSERVACAO: Esperdvamos que as duas
resolucbes chegassem as mesmas raizes. Porém, se
observarmos melhor, veremos que, se variarmos os
valores de K, elas realmente coincidem.

8) sen?x — cosx =1

Se nos lembrarmos que sen?x + 1 — cos?x, a
equacao inicial se transforma em:

1 — cos?

T
cosx:0:>x:5+k~n,k€Z

cosx+1=0=>-1=>x=n+kn=>x=n-(1+k),k€eZ

=

Assim, o conjunto solucdo da equacao sera:

S={n-(%+k),n-(1+k),kez}

MONOMIOS:AIDENTIFICANDO AS PARTES
DE UM MONOMIO

No mondémio —3xy? o nimero -3 representa
o0 seu coeficiente numérico e a sua parte literal é
representada por xy2.

Por convengdao omitimos o coeficiente
numérico quando ele é igual a 1, escrevemos x em vez
de escrevermos 1x, por exemplo, ou entdao —x no lugar
de -1x.

Temos um monémio nulo quando o
coeficiente numérico é igual a 0, assim o termo algébrico
0x? é igual a 0. Acima utilizamos o nimero 2 como um
exemplo de mondmio. De fato todo nimero real é um
monomio, sé que sem a parte literal.

GRAU DE UM MONOMIO

O grau de um mondmio é obtido através da
soma dos expoentes de todas as variaveis.

O Coeficiente numérico deve ser diferente de
Zero, caso contrario o monoémio sera nulo.

7xy? € um mondémio de grau 3, ja que o
expoente de x subentende-se que sejaigualaleodey
éigual a 2.

O mondmio -5x* é de grau 4, pois sé possui
a variavel x com expoente igual a 4 - 18% é de grau 0, pois
é um mondmio sem a parte literal.

ADICAO DE MONOMIOS

Se vocé tiver 3 bananas e 2 magas, ao ganhar
mais 2 bananas e 2 macas, vocé ficard com 5 bananas
e 4 macas. Note que somamos bananas com bananas

www.ineprotec.com.br

x—cosx =1 =cos?x+cosx=0=cosx(cosx+1) =0
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e macgas com macas. O mesmo raciocinio é aplicado a
soma algébrica de monémios em relacao aos termos
semelhantes.

Observe a seguinte expressao formada pela
soma algébrica de trés monémios semelhantes:

3x2%y + 5x2%y + 7x%y
Como os trés termos algébricos sao
semelhantes podemos reduzi-los a um Unico mondémio
somando os coeficientes numéricos e mantendo a parte
literal:
3x2y + 5x%2y+ 7x%y = (3 +5 + 7)x%y = 15x2y

Veja outros exemplos:

SUBTRACAO DE MONOMIOS

Em sendo a subtracdo a operacao inversa
da adicdo, o que explicamos acima para a soma,
vale também de forma andloga para a diferenca de
monomios. Vejamos alguns exemplos:

e 7xy —3xy = (7—-3)xy =4xy

e 20ab —3ab —8ab = (20 — 3 —8)ab = 9ab
o 7x2—3x2—4x2=(7-3-4)x%2=0x%2=0
e 4g—3a=A—-3)a=1la=a

MULTIPLICACAO DE MONOMIOS

A multiplicacdo de mondmios é realizada
simplesmente se multiplicando os coeficientes
numéricos entre si, assim como a parte literal.

Veja o seguinte exemplo:
S5ab?c-3bc3=(5-3)-(a) - (b%2-b) -(c-c3) = 15ab3c*

Sabemos que na multiplicacdo de poténcias
de mesma base mantemos a base e somamos 0s
expoentes. Se vocé observar, verd que além da

multiplicacdo dos coeficientes numéricos, foi exatamente
isto o que fizemos no produto acima.

A varidvel a tem expoente 1 no primeiro
termo algébrico e ndao ocorre no segundo termo.
Portanto mantém-se com o expoente igual a 1.

A incégnita b tem os expoentes 2 e 1 no
primeiro e segundo termo respectivamente, totalizando
3 no expoente.

www.ineprotec.com.br

Ja a varidvel c tem os expoentes 1 e 3, que
somados totalizam um expoente igual a 4.

Entdo como regra geral para multiplicarmos
mondmios é multiplicarmos os coeficientes e para cada
varidvel somarmos os seus expoentes.

Vejamos outros exemplos:
. 4x2y324 . 5Xy223 — (4 . 5)(x2+1)(y3+2)(z4-+3) — 20x3ySZ
. %a“bg . —2a5h = (% _2) @**%) (b3*1) = —a’b*
o 7.2x% = (7-2)x% = 14x?
. xyzw - yzz cx3z% = (x1+3)(y1+2)(w) (z1+1+4) = x4y3W26

DIVISAO DE MONOMIOS

Agora vamos tratar a operagao inversa da
multiplicacdo, a divisao de mondémios.

Os procedimentos serao semelhantes ao do
caso anterior, iremos dividir os coeficientes numéricos
e subtrair os expoentes das incognitas da parte literal.
Observe este exemplo:

15x7y* + 5x3y2 = (15 + 5)(x773) (y*72) = 3x*y?

O exemplo é autoexplicativo, mas para que
nao fique qualquer duvida, vamos comenta-lo.

O coeficiente numérico foi obtido pela
divisdo dos dois coeficientes originais.

A varidvel x possui respectivamente os
expoentes 7 e 3, entao subtraindo o segundo do primeiro
obtemos o expoente 4.

Por fim a incégnita y que tem expoente 4 no
primeiro mondmio e 2 no segundo, fica com o expoente
2, resultante de 4 - 2.

Veja mais estes outros exemplos:

- 25ab? +5ab = (25 + 5)(a’"1)(h*™) = 5a°b* = 5b

e 2lxy +3xy =1 +=3)IHG) =7x% =7

o 8ab3c*d® +8bc%d® = (8 +8)(a) (b3 N(c*2)(d*>3) =
ab?c?d?

¢ 5x%2y+15xy = (5 +15)(x* )Y = %xlyO = %x

o 12x%y+3xy3=(12+3)x? N3 = 4xly~2 = 4xy~?

Repare que no ultimo exemplo a variavel
y terminou com um expoente negativo. Conforme
estudado no tépico sobre potenciacao, podemos
escrever esta expressao na forma de uma fracgao:

4xy~? = x
2
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EXPONENCIACAO DE MONOMIOS

Ja vimos que a poténcia do produto de dois
ou mais fatores é igual ao produto de cada um destes
fatores elevados ao referido expoente, na potenciacao
de mondémios aplicamos o mesmo principio. Vejamos
este exemplo:

(=5x2y*)3 = (=5)3(x*)3(y*)?

= —125(x?3)(y*3) = —125x6y12

Note que transformamos a poténcia de
produtos, nos produtos de poténcias. Assim elevamos
o coeficiente numérico e cada uma das poténcias das
variaveis ao expoente 3 - -53 resulta em -125.

(x?)® como sabemos é igual a x**3 que é igual
axs.

Assim como (y*)® sabemos que é igual a y**3
que é igual a y'. E para terminar este tépico vamos a mais
alguns exemplos:

* 2a)3=(2)3(a)*= 8a®

e (3x2)5 = (3)5(x2)5 = 243 (x%5) = 243x10

© (=5x%yH) = (=530 (r*)? = —125(x*3) (y*3) =
— 125x6y12

s Gristot= DU = BIEIN(H(ED =
81r12s8¢4

POLINOMIOS

Anteriormente  falamos sobre termos
algébricos explicamos o que sao mondmios semelhantes
e em seguida tratamos a sua soma e subtracgao.

A adicdo ou subtracdo algébrica de
monomios é denominada polinémio.

Vejamos alguns exemplos de polindbmios:
e 7ab?
s 3x%y+ 2xy?
e 4x2?y3z%—5xy?z3
4a+6x%z%a— 6x%z
» —8ab3c*d’ +2bc?d3 — —2ac?d + b2dS

No primeiro exemplo temos um polindmio
de apenas um mondmio. Os demais possuem varios
monodmios, estes mondémios sao denominados termos
do polinébmio.

O segundo exemplo é um polindmio de dois
termos: 3x%y e 2xy2

MULTIPLICAGCAO DE POLINOMIOS

Temos tanto o caso da multiplicacdo de
um mondmio por um polindmio, quanto o caso da
multiplicagao de um polinébmio por um polinédmio.

MULTIPLICACAO DE UM POLINOMIO POR
UM MONOMIO

No primeiro caso a multiplicacao é realizada
multiplicando-se o0 mondmio por cada um dos termos
do polinémio.

Vejamos a multiplicacao abaixo:
7xy? - (2x2 +y) = (Txy? - 2x2) + (7xy? - y) = 14x3y? + 7xy?

Repare que multiplicamos 7xy* por ambos
os termos do polinbmio, aplicamos a propriedade
distributiva da multiplicacao.

Caso vocé ainda tenha duvidas sobre como
realizar a multiplicacdo de monomios, faca uma revisao
antes de prosseguir neste tema.

Veja mais alguns exemplos:
2a - (7b + 3c) = (2a -7b) + (2a - 3c) = 14ab + 6ac
 (6a +5b)-3c=(6a-3c) + (5b -3c) = 18ac + 15bc
¢« (4x—-2y) —3x=(4x--3x) — 2y —-3x) = —12x* + 6xy

MULTIPLICACAO DE UM POLINOMIO POR
UM POLINOMIO

No caso da multiplicacao de polindbmio por
polindbmio efetuamos a multiplicacdo de cada um dos
termos do primeiro polindmio, por cada um dos termos
do segundo polindbmio e depois realizamos a reducao do
polindmio resultante.

Vamos analisar a multiplicagcao abaixo a qual
separamos em trés linhas para podermos observa-la
mais facilmente:

Na primeira linha temos os dois polindmios a
serem multiplicados.

Os dois primeiros produtos na segunda linha
foram obtidos da multiplicacao de 3a2b por cada um dos
dois termos do segundo polinémio, 2a e 7a%b*.

Os dois ultimos produtos na segunda linha
foram obtidos multiplicando-se agora o segundo termo
do primeiro polindbmio, também por cada um dos dois
termos do segundo.

A terceira linha que é o resultado final, ja que
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nao ha termos semelhantes a reduzir, é o resultado apds
a multiplicacao dos mondémios entre parénteses na linha
anterior. Analise estes outros exemplos para uma melhor
assimilacao:

(3a?b — 5ab2)(2a + 7a?b3) =

(3a2b-2a) + (3a? - 7a?b3) — (5ab?- 2a) — (5ab? - 7a?b3) =
6a3b + 21a*bh* — 10a2b? — 35a3b>

Para multiplicar mais de dois polinémios,
comece multiplicando os dois primeiros, depois
multiplique o polindmio obtido pelo terceiro e assim por
diante até multiplicar por todos.

Para a multiplicar (a+b) (a — b) (2a+b) , por
exemplo, primeiro multiplique (a+b) (a - b), que como
vimos acima é igual a (a2 - b?), entdo multiplique (a?-b?)
por (2a + b)

DIVISAO DE POLINOMIOS

Como no caso da multiplicagao, temos tanto
a divisao de um polindmio por um mondmio, quanto
a divisdo de um polindmio por um polindmio. Vamos
tratar cada um dos casos individualmente.

DIVISZ\O DE UM POLINOMIO POR UM
MONOMIO

Este é o caso mais simples, pois podemos
fazé-lo dividindo cada um dos monémios que formam o
polindmio, pelo monémio em questao.

Vamos analisar a divisao do polindmio abaixo:

(14x3y?% + 7xy3) + 7xy? = (14x%y? = 7xy?) + (7xy3 + 7Txy?)
=2x2+y

Note que desmembramos o polinébmio em
duas partes, dividindo tanto 14x3y? por 7xy?, quanto 7xy?.

Em caso de duvida consulte a divisao de
mondmios, que foi explicada em detalhes na pdgina
sobre este tema.

Observe mais estes exemplos:

* (14ab+ 6ac) + 2a = (14ab = 2a) + (6ac + 2a) =
7b + 3c

e (18ac+ 15bc) = 3c = (18ac =+ 3¢) + (15bc+ 3¢) =
6a+ 5b

o (—12x% +6xy) + —3x = (—12x% + —3x) + (6xy +
—3x) =4x — 2y

* (4x—2y)-—3x=(4x--3x) —(2y-—3x) = —12x% +
6xy

www.ineprotec.com.br

DIVISAQ DE UM POLINOMIO POR UM
POLINOMIO

Para realizarmos a divisao de polindbmios é
preciso que eles estejam reduzidos e ordenados.

Oconceitodareducaodetermossemelhantes
foi visto acima, quanto a ordenacdo de polindmios,
dizemos que um polindbmio esta ordenado em relacao
a determinada variavel, quando o grau de todos os
monomios que os compde, em relacao a esta variavel,
estdo ordenados de forma crescente ou decrescente.

O polindmio -5x* + 6x°> — 7x3, nao esta ordenado
em relagao a varidvel x, ja o polindbmio 6x° — 5x* — 7x3 estd
ordenado de forma decrescente em relacdo a esta variavel.
Observe que os expoentes desta incognita decrescem de 5
a3.

Para explicar o procedimento da divisao de
polinébmios pelo método das chaves, vamos dividir
8a? - 2ab 15b? por 2a - 3b.

A primeira coisa a verificar é se o grau do
dividendo é maior ou igual ao grau do divisor. Se for
menor o quociente serd zero e o resto sera o proprio
dividendo.

Repare que ambos os polindbmios estao
ordenados de forma decrescente em relacdo a incognita a:

8a? — 2ab — 15b% | 2a — 3b

A divisao de polindmios é muito semelhante
a divisao de niumeros naturais. Vamos comecar dividindo
0 mondémio 8a? pelo mondmio 2a e colocar o quociente
4a abaixo da chave:

8a? — 2ab — 15b% | 2a—3b

4a

Agora vamos multiplicar por -4a, o valor
oposto do quociente, cada um dos monémios do divisor
2a - 3b e colocar o resultado embaixo do dividendo:

8a? — 2ab — 15b% | 2a—3b

—8a? + 12ab 4q
Executamos entao a soma dos monodmios:
8a? — 2ab — 15b* 2a —3b

—8a? + 12ab 4q
0 + 10ab — 15bh%

Agora dividimos 10ab por 2a, que vai dar 5b
e também o colocamos abaixo da chave:

2a —3b

4a + 5b

8a? — 2ab — 15b%
—8a? + 2ab
0 +10ab — 15b?
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Multiplicamos por —5b, o valor oposto de 5b,
cada um dos mondémios do divisor 2a — 3b e colocamos
o resultado embaixo do primeiro resto parcial:

8a% — 2ab — 15b2 2a —3b

—8a? + 12ab 4a +5b
0 +10ab — 15b2
—10ab + 15h2

Por fim executamos a soma que resultara em
zero, indicando uma divisao exata:

2a —3b

8a? — 2ab — 15b?

—8a? + 12ab 4a + 5b
0 +10ab — 15bh%
—10ab + 15bh2
0

Como pudemos ver o procedimento da
divisao de polindbmios e bastante simples e semelhante
a divisao de numeros naturais.

Para fechar o tema vamos a um outro
exemplo, sé que desta vez veremos uma divisdo com um
resto diferente de zero.

Vamos dividir 2x* — 7x3 + 3x2 por x - 2:
2x* —7x3 +3x% | x—2
Dividimos o monémio 2x* pelo monoémio X,

que resulta em 2x3 e o colocamos abaixo da chave:

X — 2
2x3

2x* — 7x3 + 3x2

Agora vamos multiplicar por -2x3, o valor
oposto do quociente, cada um dos mondémios do divisor
X — 2 e colocar o resultado embaixo do dividendo:

2xY —7x3 +3x%2 | x—2
—2x* + 4x3 2x3

Executamos a soma dos monoémios:
2x* — 7x3 + 3x? x—2
—2x* + 4x3 2x3
0 —3x3
Continuamos a divisao baixando o ultimo
mondmio do dividendo:
2x* —7x3 +3x% | x—2
—2x* + 4x3 2x3
0 — 3x3+3x?2
Dividimos entdo -3x3 por x, que vai dar -3x? e
o colocamos também abaixo da chave:
2x* —7x3 +3x% | x—2
—2x* + 4x3 2x3 — 3x2
0 —3x3+3x2
Entdo multiplicamos por 3x? que é o valor
oposto de —-3x2, cada um dos mondémios do divisor
X — 2 e colocamos o resultado embaixo do primeiro

resto parcial:

2x% —7x3 +3x% | x—2

—2x% 4 4x3 2x3 — 3x2
0 —3x3+ 3x?
3x3 — 6x2

Como anteriormente, efetuamos a soma dos

mondmios:
2xY —7x3 +3x%2 | x—2
—2x* 4 4x3 2x3 — 3x2
0 —3x3+3x?
3x3 — 6x2
0 — 3x?

Note que o resto —3x? é um polindmio de grau
2, que ndo é de grau inferior ao grau do divisor, que é um
polindbmio de grau 1, entdo devemos continuar a divisao.

Dividimos —3x? por x e colocamos o resultado
-3x abaixo da chave:

2x* — 7x3 + 3x2 |x—2

—2x* 4 4x3 2x3 —3x% = 3x
0 —3x3+3x?
3x3 — 6x2
0 — 3x?

Multiplicamos por 3x, que é o simétrico de
-3x, cada um dos monomios do divisor x — 2 e botamos
o resultado embaixo do segundo resto parcial:

2x* — 7x3 + 3x? |x—2

—2x% 4 4x3 2x3 —3x% - 3x
0 — 3x3 + 3x?
3x3 — 6x2
0 —3x?
3x2 — 6x
0 —6x

Somamos entdao os monomios:
2x* — 7x3 + 3x2 | x—2

—2x* + 4x3 2x3 —3x% - 3x
0 —3x3+3x?
3x3 — 6x?
0 —3x?
3x% — 6x
0 —6x

Como tanto -6x, quanto x — 2 sao de grau 1,
devemos continuar a divisao:

Dividimos entdao -6x por x, que vai dar -6 e
também o inserimos abaixo da chave:

2x* — 7x3 + 3x2 lx—2
—2x* 4 4x3 2x3 —3x*=-3x—-6
0 —3x3+3x?
3x3 — 6x2
0 —3x?
3x2 — 6x
0 —6x
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Multiplicamos por 6, que é o simétrico de
-6, novamente cada um dos monémios do divisor
X — 2 e botamos o resultado embaixo do terceiro resto
parcial:

2x* — 7x3 + 3x2 |x—2

—2x* 4 4x3 2x3 —3x*=-3x—-6
0 —3x3+3x?
3x3 — 6x2
0 — 3x2
3x% — 6x
0 —6x

6x — 12
Somamos mais uma vez os monomios:

2x* — 7x3 + 3x? |x—2

—2x% + 4x3 2x3—3x*-3x—-6
0 —3x3+3x?
3x3 — 6x2
0 — 3x2
3x2 — 6x
0 —6x
6x —12
0—12

Agora o grau do resto -12 é igual a 0 e,
portanto, inferior ao grau do divisor que é 1, entédo
terminamos a divisao por aqui.

Se vocé realizar a multiplicagcao do
quociente 2x3 - 3x2 - 3x — 6 por x — 2 ird obter 2x* - 7x3
+ 3x2+ 12 que somado a - 12 resultard em 2x* - 7x3 +
3x?, exatamente o dividendo original.

Para verificar se vocé compreendeu bem
o conteuldo explicado, é desejavel que vocé realize a
multiplicacdo e a soma acima, para ver se consegue
chegar ao mesmo resultado final. Também seria
muito bom se vocé tentasse resolver novamente
todos os exemplos resolvidos neste encontro forte
abraco Monster Guerreiro e até mais.
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Igualdade de Polinbmios

A matematica é repleta de comparacgdes
feitas por meio do sinal de igualdade que denotam se
dois objetos matematicos sao ou nao iguais.

Sendo assim, no estudo dos polindmios,
temos uma condicao para que dois polinémios sejam
iguais. Para que isso ocorra, temos que obter valores
numéricos iguais para qualquer valor de a.

Ou seja,
p(x) =qx) ©pla) =qla) (para qualquer valor de a)

Desta igualdade podemos obter uma

informacao:
p(x) —q(x) =0 (Caso sejam polimdnios semelhantes)
Com isso, podemos afirmar que dois
polinbmios serao iguais se, e somente se, tiverem
coeficientes respectivamente iguais, ou seja, se 0s
coeficientes dos termos de mesmo grau forem todos
iguais.
Com esta informacado, podemos afirmar

também que para dois polindbmios serem iguais,
devem ser polinbmios de mesmo grau.

EXEMPLO:

Determine os valores de a, b, ¢, d de modo
gue os polindbmios sejam iguais.

p(x) =ax’ +bx*+cx+de

qx) = x>+ 2x* + 4x - 2.

Temos que:

ax +bx*+cx+d = x>+ 2x° +4x -2
Com isso, podemos afirmar que:

a=1,b=2,c=4,d=-2

Pois, para que os polindmios sejam iguais,
devem ser de mesmo grau e devem ter os coeficientes
iguais. Como podemos ver, ambos sao de terceiro
grau: bastou igualarmos os coeficientes referentes a
cada grau.
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MATEMATICA APLICADA

Poténcias de Dez, Notacao Cientifica
e Ordens de Grandeza

Na natureza, algumas grandezas sao muito
maiores que a unidade empregada. Por exemplo, o
diametro da terra é de aproximadamente 10.000.000
metros. Por outro lado, outras grandezas sdao muito
menores que a unidade, como por exemplo o raio de
uma bactéria comum, que é de aproximadamente
0,000001 metros. Nestes casos, escrever algarismos
com muitos algarismos zero é inconveniente, podendo
inclusive levar a erros. Emprega-se entdo a notagao com
poténcias de dez, também conhecida como notacdo
cientifica. A vantagem do uso desta notacao é substituir
0 numero de zeros da grandeza por 10 elevado ao um
expoente igual ao niumero de zeros. Por exemplo:

- Diametro da terra: 10.000.000 m =10’ m
- Diametro da bactéria: 0,000001 m=10°m

No primeiro exemplo, o expoente 7 é igual
ao numero de zeros que aparece no numero que define
o valor do diametro da terra. No segundo exemplo o
expoente 6 também é o numero de zeros que define
o valor da grandeza “diametro da bactéria’, porém o
expoente € negativo, o que significa que é menor que a
unidade. Outros exemplos:

10"'=10
102=100
10°=1000
10"=0,1
102=0,01
102 =0,001

3x10'=3x10=30
1,2x10*=1,2x10.000 = 12.000
2x10"'=2x0,1=0,2
4,53x102=4,53x0,01 =0,0453

Observacao: O numero que multiplica a
poténcia de dez deve estar preferencialmente entre 1 e 10.

Exemplo:
34 x 103 (evitar)
34 x 10% = 3,4 x 104 (preferivel)

No exemplo acima, o expoente de dez passou
de 3 para 4 (aumentou em 1) porque na transformacédo

de 34,0 para 3,4 a virgula se deslocou uma casa para a
esquerda.

Outro exemplo:
302,61 x 10° (evitar)
302,61 x10°%=3,0261 x 10* (preferivel)

No exemplo acima, avirgula de deslocou duas
casas para a esquerda e o expoente de dez aumentou
em 2.

Por outro lado, quando a virgula se desloca
para a direita, o expoente de dez diminui na mesma
quantidade de casas decimais deslocadas.

Exemplos:
0,489 x 10 (evitar) = 4,89 x 10° (preferivel)
0,489 x 1073 (evitar) = 4,89 x 10* (preferivel)

OPERACOES COM POTENCIAS DE DEZ

Multiplicacao

Para multiplicar numeros em notacao
cientifica (poténcia de dez), basta somar os expoentes
de dez e multiplicar os nimeros que aparecem na frente
das poténcias normalmente. Exemplos:

3x10)x(4x103)=Bx4)x(1073)=12x10>=1,2x10*
(3,2x10)x(2x10°=3,2x2)x(10*+3)=6,4x 10°
2x10°)x(4x103)=2x4)x(10°+3)=8x 107

Divisao

Para dividir nimeros em notacao cientifica
(poténcia de dez), basta diminuir os expoentes e dividir
0s numeros que aparecem na frente das poténcias
normalmente. Exemplos:

3x10%)+(4x103)=3B3=+4)x(10%3)=0,75x10"=7,5
(3,2x10)+(2x10)=(3,2+2)x(10*3)=1,6 x 10"
2x10°)+=4x10)=2=4)x(10°3)=0,5x108=5x10"°

Soma e Subtracao

Para somar ou subtrair nimeros com notacao
cientifica (poténcia de dez), os expoentes devem ser
iguais. Portanto, o primeiro passo é transformar os dois
numeros para poténcias de dez com o mesmo expoente.
Assim, os niUmeros podem ser somados ou subtraidos
normalmente.
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Exemplos:

1024+103=1x102+1x103=10x 103+ 1 x
103=11x103=1,1x107?

237 x10* 1,1 x103=23,7x10*-1,1 x10% =
22,6 x10°=2,26 x 10*

2+3x10°=2+0,000003 =2,000003

ORDENS DE GRANDEZA

A ordem de grandeza de uma grandeza
fisica é a poténcia de dez que mais se aproxima do valor
da grandeza. Por exemplo, foi dito anteriormente que
o diametro aproximado da terra é de 10’ metros. Na
verdade, um valor mais real para o diametro da terra é
de 1,3 x 107 metros. Neste caso, diz se que a ordem de
grandeza do diametro da terra é de 107 metros. Outros
exemplos:

« Altura média de uma pessoa adulta: 1,70
metros = 1,7 x 10° (ordem de grandeza de 10° metros).

« Altura média de um edificio de 10 andares:
30 metros =3 x 10" (ordem de grandeza de 10" metros).

+ Velocidade média de um avido comercial
de grande porte: 1000 km/h (quildbmetros por hora) =
1 x 10 km/h (ordem de grandeza 10° km/h).

+ Velocidade média de um automovel
de passeio em rodovias de pista dupla:
110km/h=1,1x102km/h (ordem de grandeza 10? km/h).

«Velocidade da luz no vacuo 300.000.000 m/s
(metros por segundo) = 3 x 108 m/s (ordem de grandeza
108 m/s).

+ Poténcia média do motor de um automével
de 1.000 cilindradas: 60 CV (cavalosvapor) = 6 x 10
(ordem de grandeza de 10' CV).

« Poténcia aproximada do motor de um carro
de Formula-1: 1000 cv = 10° cv (ordem de grandeza de
103 cv).

« Distancia equivalente a 1 ano-luz: 9,46 x 10"
metros (ordem de grandeza de 10" metros)

« Raio de um atomo de hidrogénio: 5 x 10
metros (ordem de grandeza de 10" metros)
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Sistema Internacional de Unidades (SI)

-

Conforme j& mencionado, toda grandeza
fisica pode ser medida e para se fazer uma medicao é
necessario que se estabeleca uma unidade. Por exemplo,
a unidade de comprimento oficial no Brasil é o metro,
cujo simbolo é “m”. Existem outras unidades de medida
de comprimento, como a polegada, a milha, a jarda, etc.
que sado utilizadas principalmente nos E. U. A. Devido a
grande influéncia econdmica dos E.U.A. sobre os demais
paises, a polegada acaba sendo também utilizada em
paises como o Brasil. No entanto, o sistema de unidades
oficial do Brasil e da grande maioria dos demais paises
do mundo é o Sistema Internacional de Unidades - SI. A
tabela mostra as sete unidades fundamentais do Sl, além
da grandeza e o simbolo correspondentes. Observe
a maneira correta de escrever o nome da unidade e o
simbolo. Por exemplo, o simbolo correto de metro é “m”
e nao “M" “mts’, etc. como comumente encontramos no

cotidiano.
Tabela - Unidades fundamentais do Sl
Grandeza Unidade | Simbolo
Comprimento metro m
Massa quilograma kg
Tempo segundo s
Corrente Elétrica ampeére A
Temperatura Termodinamica kelvin K
Quantidade de Matéria mol mol
Intensidade Luminosa candela cd

Apartirdestassete unidadesfundamentais,
varias outras unidades podem ser derivadas. A tabela
apresenta as unidades derivadas mais comuns e
que serdo utilizadas no curso e na vida profissional
técnica. A ultima coluna mostra como a grandeza é
definida a partir das grandezas fundamentais. Como
pode-se perceber na coluna “Forma analitica”, todas
as unidades derivadas podem ser escritas a partir
das unidades fundamentais. Novamente, observe
nesta tabela a grafia correta de cada unidade e seus

respectivos simbolos.
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MATEMATICA APLICADA

Tabela — Unidades derivadas do SI

Grandeza Unidade Simbolo Forma analitica | Definicao
Area superficial metro quadrado m? m? m?
Volume sélido metro cubico m3 m3 m?3
Velocidade metro por segundo m/s m/s m/s
Aceleracdo metro por segundo quadrado m/s? m/s? m/s?
Vazdo metro cubico por segundo m3/s m3/s m?/s
Densidade volumétrica quilograma por metro cubico kg/m3 kg/m?3 kg/m3
Angulo plano Radiano rad 1 m/m
Frequéncia Hertz Hz 1/s 1/s
Forca newton N kg:m/s? kg:m/s?
Press3o pascal Pa kg/(m-s?) N/m?
Energia joule J kg-m?/s? N-m
Poténcia watt W kg-m?/s3 /s
Carga elétrica coulomb C As As
Tens3o elétrica volt \Y kg-m?/(s3-A) W/A
Resisténcia elétrica ohm Q kg-m?/(s3-A?) V/A
Capacitancia farad F A2-s%.52/(kg-m?) A-s/V
Temperatura em Celsius grau Celsius °C - K-273,2

MULTIPLOS E SUBMULTIPLOS DO SI

Alternativamente a notacao cientifica, quando a grandeza fisica € muito maior ou muito menor que a unidade,
é comum utilizar-se os multiplos e submultiplos das unidades. A Tabela apresenta a correspondéncia entre a notacdo
cientifica e os multiplos e submultiplos do SI. Cada multiplo/submultiplo do SI tem um simbolo correspondente, que deve
ser escrito na frente do simbolo da unidade. Por exemplo, o simbolo k (quilo) corresponde a 103%. Assim, dizer que uma certa

distancia é de 120 km, corresponde a dizer que esta distancia é igual 120x 10*m,ou 1,2x 10° m.

Tabela - Mdltiplos e submultiplos das unidades do SI

10" | Prefixo | Simbolo Escala curta Equivalente decimal
10%* | yotta Y Septilhdo 1 000 000 000 000 000 000 000 000
10! | zetta z Sextilhdo 1 000 000 000 000 000 000 000
10® | exa E Quintilhdo 1 000 000 000 000 000 000
10%° peta P Quadrilhdo 1 000 000 000 000 000
102 | tera T Trilhdo 1 000 000 000 000
10° giga G Bilhdo 1 000 000 000
10° | mega M Milhdo 1 000 000
103 | quilo k Milhar 1 000
10? hecto h Centena 100
10! deca da Dezena 10
10° nenhum | nenhum | Unidade 1
101 | deci Décimo 0,1
102 | centi c Centésimo 0,01
103 | mili m Milésimo 0,001
10° | micro u(*) Milionésimo 0,00001
10° | nano n Bilionésimo 0,000 001
10 | pico p Trilionésimo 0,000 000 001
10" | femto f Quadrilionésimo | 0,000 000 000 001
108 | atto a Quintilionésimo 0,000 000 000 000 001
102t | zepto z Sectilionésimo 0,000 000 000 000 000 001
102* | yocto \ Septilionésimo 0,000 000 000 000 000 000 001

* Pode ser escrito como 'u' se o 'U' nao estiver disponivel, como em '"10uF'
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Transformacdo de Unidades

-

Conforme j& mencionado, o sistema de
unidades oficial do Brasil é o SI. Infelizmente, é bastante
comum a utilizacao de outros sistemas de unidades,
como o Inglés, onde a unidade de comprimento é a
polegada. Outras unidades bastante utilizadas na pratica
sdo o quilograma-forca (simbolo kgf) para forca, o cavalo
vapor (simbolo CV) e “horse-power” (simbolo HP) para
poténcia, a atmosfera (simbolo atm) e o bar (simbolo
bar) para pressao, entre muitos outros. Muitas vezes, é
necessario transformar estas unidades para as do Sl. Isto
pode ser feito de diversas maneiras, como:

« Substituicao de multiplos/submultiplos
« Tabelas,

+ Regra de trés simples

SUBSTITUICAO DE MULTIPLOS/
SUBMULTIPLOS

O método da substituicdo de multiplos e
submultiplos s6 pode ser usado para unidades do SI. Para
transformar multiplos e submultiplos de unidades basta
escrever em notacao em poténcia de dez e rearranjar
para o multiplo ou submultiplo desejado. Exemplos:

» Poténcia de um motor elétrico: 8 kW =
8 x 103W.

« Diametro de uma broca especifica: 10
mm=10x10m=102m=1cm.

« Comprimento de um campo de futebol
em km:

100 m =100 x (103x 10°m) =102x 103
km=10"km =0,1 km.

« Area de um campo de futebol em km?:

700 m?2=700x (103 km)2=7x 102x 10°¢
km2=7x 10*km?2.

METODO DA TABELA

O método databela é usado para transformar
unidades de sistemas diferentes. A Tabela apresenta na
coluna do meio os fatores que devem ser multiplicados
a unidade da primeira coluna para se obter a unidade
da ultima coluna. Por exemplo para se transformar
polegada (primeira coluna) para metro (Gltima coluna),
deve-se multiplicar por 0,0254 (1 pol x 0,00254 = 0,0254
m = 2,54 cm = 25,4 mm). Outros exemplos:

«5ftempol:5x12“=60"
eITmiemkm:1x1.609m=1.609m=1,6km

+ 20 psi em kPa: 20 x 6.899 Pa = 137.980 Pa =
138 kPa

+ 7.000 BTU/h em kW: 7.000 x 0,293 = 2.051
W=2kw

Tabela — Correspondéncia entre unidades do Sl e outras unidades.

Unidade (simbolo)

Multiplicar por

Unidade (simbolo)

polegada (pol, inch, “) 0,0254 metro (m)

pé (ft) 12 polegada (pol, “)
milha terrestre (mi) 1.609 metro (m)

milha ndautica (n.mi) 1.853 metro (m)

litro (1) 103 metro cubico (m3)
galdo dos E.U.A 3,785 litro (1)

galdo da Inglaterra 4,54 litro (I)
quilograma-forga (kgf) aceleragdo da gravidade (9,81) | newton (N)

libra-massa (lb) 0,454

quilograma (kg)

tonelada (t) 1.000

quilograma (kg)

centimetro quadrado
(kgf/cm?)

libra-forga (Ibf) 0,454 x gravidade (9,81) = 4,45 | newton (N)
atmosfera (atm) 101.325 pascal (Pa)
libra-forga por polegada 6.899 pascal (Pa)
quadrada (psi, Ibf/pol?) gravidade (9,81) x 10* pascal (Pa)
quilograma-forga por 10° pascal (Pa)
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MATEMATICA APLICADA

bar (bar) 4,186 joule (J)

caloria (cal) 1.055 joule (J)

unidade térmica inglesa 3.600 joule (J)

(BTU)

watt-hora (W.h) 736 watt (W)
Cavalo-vapor (CV) 746 watt (W)
Horse-power (HP) 0,293 watt (W)

BTU por hora (BTU/h) 12.000 BTU/h

tonelada de refrigeragao | 3.600 segundo (s)

(TR)

hora (h) 0,0254 Unidade (simbolo)
milha terrestre (mi) 12 metro (m)

milha nautica (n.mi) 1.609 polegada (pol, “)

Para se fazer a transformacao inversa, ou seja
transformar as unidades da ultima coluna para as da
primeira coluna, basta dividir pelo valor da coluna do
meio. Por exemplo, para transformar 5 metros cubicos
(Gltima coluna) em litros (primeira coluna), deve-se
dividir por 1073 (coluna do meio), ou seja:

REGRA DE TRES SIMPLES

O método da regra de trés simples é usado
para transformar tanto unidades de sistemas diferentes
qguanto unidades do SI. Basta saber a correspondéncia
entre as unidades inicial e final. Por exemplo, para se
transformar 3 polegadas em metro, deve-se saber de
antemao que 1 pol corresponde a 0,0254 m. Nesta caso
temos a seguinte relacdo de proporcao:

1 pol =0,0254 m

3pol=Xm

Efetuando a multiplicagcao cruzada temos: 1.
X=3.0,0254.

Portanto: X=0,0762 m

Suponha agora que queremos converter
este valor para centimetros. Devemos saber de antemao
que 1 centimetro é igual a 102 metros. Podemos entao
escrever a seguinte proporgao:

Tcm = 102 m
Xcm = 0,0762m

Efetuando a multiplicacdo cruzada temos:
1.0,0762=X.102

Isolando X na equagao acima temos:

00762

= o=z = 00762.10* = 7,62cm

Outros exemplos:

«5 ftem pol:
1ft=12"
5ft=X"

1-X=5-12X=60"

+2 kW em HP:
THP=746 W
XHP=2-103W
1°2-103=X-746
2-103

X = 746 = 2,68 HP

Obtencao de Unidades pelo Conceito
Fisico das Grandezas

Conforme ja pode ser visto até agora, existe
uma grande quantidade de unidades com as quais o
profissional pode se deparar em sua vida. No entanto,
sabemos da importancia de se dominar o conhecimento
das unidades das grandezas fisicas. Para evitar termos
que “decorar” todas estas unidades, é possivel deduzir a
unidade de uma certa grandeza a partir do conhecimento
do seu conceito fisico. Estudaremos aqui como obter
a unidade a partir da féormula das seguintes grandezas
fisicas: superficie, volume, densidade (linear, superficial
volumétrica), vazao, pressao, poténcia elétrica e energia

elétrica.
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SUPERFICIE

Suponhamos que vocé deseja trocar o piso
ceramico do banheiro de sua casa. O banheiro tem forma
de retangulo e mede 2,5 metros de largura por 4 metros
de comprimento. Se vocé for a uma loja de material de
construcao para comprar o piso desejado, o vendedor
vai perguntar qual a area em metros quadrados de piso
vocé deseja comprar. Para obter esta informacdo, vocé
multiplica as duas dimensdes do chdo do banheiro, ou
seja: 25 mx4m=25x4xmxm=10m2 O simbolo
m? apareceu porque sabemos da matematica que:
X - X = X2 Desta forma, se lembrarmos que a medida de
superficie é sempre o produto de duas dimensdes de
comprimento, a unidade de superficie sera a unidade de
comprimento ao quadrado. A Figura apresenta isso de
forma resumida.

S=b.h
h=25m §=4m.25m
§=10m >

< >
>

Figura - Area da superficie de um retangulo

E importante observar que mesmo quando a
area nao tem forma de retangulo, a unidade de superficie
serd sempre a unidade de comprimento ao quadrado.
Por exemplo, a area superficial de um circulo de raio
“r" e diametro “d’, pode ser calculado com as seguintes
férmulas:

) . R
S=m-r?
ou
S_n-dz
4

Figura - Area da superficie de um circulo

u_n

Tanto “r" como “d” séo medidos em [m], e
ambos estdo elevados ao quadrado nas formulas.

Logo, a medida da area superficial “S“ de um
circulo terd unidade [m?]. O mesmo raciocinio vale para
qualquer outro formato de superficie.
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VOLUME

De maneira semelhante a superficie,
o volume é calculado a partir da multiplicacdo de
dimensdes de comprimento. Da matematica, sabemos
que o volume de um cubo, por exemplo, é a medida do
lado“a” elevado a poténcia 3. Logo, a unidade de volume
é igual a unidade de comprimento elevada a poténcia 3
ou seja, [m3], [cm?], etc.

a

Figura - Volume de um cubo

Semelhante ao que acontece com a
area superficial, o volume terd sempre unidades de
comprimento ao cubo (poténcia 3), independentemente
do formato. Ex. esfera, paralelepipedos, cones, etc.

DENSIDADES LINEAR, SUPERFICIAL E
VOLUMETRICA

E muito comum na prética nos depararmos
com situacdes onde uma grandeza fisica por si prépria
ndo significa nada. Elas tém um significado muito maior
quando analisadas a sua densidade ao longo de uma
linha, de uma superficie ou de um volume. A razéo entre
a grandeza e o comprimento da linha, da superficie ou
do volume é chamada densidade linear, superficial e
volumétrica, respectivamente.

DENSIDADE LINEAR

Para entender o que significa densidade
linear, considere a seguinte pergunta exemplo:

Qual é a massa [kg] de um fio de cobre com 5
mm de diametro?

A resposta é na verdade outra pergunta: qual
o comprimento deste fio? Portanto, a “massa de um fio
de cobre de 5 mm de diametro” ndo é uma grandeza
fisica, apesar de sabermos que massa é uma grandeza
fisica. Em casos como esse é comum tratarmos com a
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MATEMATICA APLICADA

densidade linear. Se a pergunta for: qual a densidade
linear de um fio de cobre com 5 mm de diametro? A
resposta é exata: 0,1 kg/m. Isto significa que cada metro
deste fio tem uma massa de 0,1 kg.

De uma maneira geral, a densidade linear é
definida pela seguinte equacao:

dl=

~[3

Onde

d,= densidade linear [kg/m]
m = massa [kg]

| = comprimento [m]

A unidade de densidade linear é a unidade
de massa dividida pela unidade de comprimento. Como
a unidade de massa no Sl é [kg] e a de comprimento é
[ m ], a unidade de densidade linear no SI é [kg/m]. No
entanto, outras unidades sdo usuais, como [g /m], [g/
cm], [Ib/ft], etc.

EXEMPLOS:

a) Num certo rolo de fio de costura tem uma
massa de 500 g e 2.000 m de comprimento. Calcular a
densidade linear deste fio.

Solucéo:
A féormula da densidade linear é:

d, =—
LT

A massa é m= 500 g e o comprimento é
| =2.000 m.
Logo:
_m __ 500g
"L T 2000m
Resposta: A densidade linear é de 0,25 g/m.
Isto significa que a cada metro de fio,a massa éde 0,25 g.

= 0,25 g/m

b) Sabendo que a densidade linear de um
certo tubo de cobre é de 3,58 kg/m, pergunta-se qual a
massa de 3,5 m deste tubo.

Solugao:

A formula da densidade linear é:d; = %

O comprimento é | = 3,5 m e a densidade
linear é d = 3,58 kg/m. Logo: 3,58 = 3,5.Isolando a massa

",

m” nesta equacao, tem-se:m =3,58-3,5 =12,53kg .

Resposta: A massa é de 12,53 kg.

DENSIDADE SUPERFICIAL

Para entender o conceito de densidade
superficial, considere o seguinte exemplo. Suponha que
uma mulher de 55 kg queira caminhar sobre um terreno
arenoso. Serd que o terreno é capaz de suportar o peso
desta mulher sem ceder?

A resposta ird depender de qual o tipo de
sapato que a mulher estd calcando. Se for um com salto
fino, obviamente ele vai afundar. Por outro lado, se for
uma sapatilha de solado chato, provavelmente nao
haverd problemas. Mas observe que nos dois casos o
peso da mulher é o mesmo, no entanto, o resultado é
diferente. Isto ocorre porque a area do salto fino é menor
que a area do solado da sapatilha. Disto concluimos
que o peso da mulher por si préprio nao é o fator
determinante. Neste caso, o que importa é a densidade
superficial, que é a massa da mulher dividida pela area
da superficie da sola do sapato. No caso do salto fino
a densidade superficial € muito maior que no caso do
solado plano. Por isso, o salto fino ira afundar.

Em termos matematicos, a densidade

superficial é dada pela seguinte equacao:

m
A=
Onde

d, = densidade superficial [kg/m’]
m = massa [kq]
S = area da superficie [m?]

A unidade de densidade superficial é a
unidade de massa dividida pela unidade de superficie.
Como a unidade de massa no Sl é [kg] e a de superficie é
[m?], a unidade de densidade superficial no Sl é [kg/m?].
No entanto, outras unidades sao usuais, como [g/cm?],
[Ib/pol?], etc.

EXEMPLO:

A densidade superficial de uma determinada
chapa metdlica é de 24,8 kg/m>. Sabendo-se que esta
chapa é vendida em tiras de 1 m de largura e pretende-
se comprar 1,5 m desta tira, qual a massa de chapa a ser
comprada?

Solucéo:

A férmula da densidade superficial é:

A densidade superficial é d; = 24,8 kg/m* e
a area de um retangulo (formato da chapa) é dada por:
S=b-h=1-15=1,5m?
Logo: 24,8 = % Sm=248-15 = 37,2kg
Resposta:’A massa de chapa é de 37,2 kg.
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DENSIDADE VOLUMETRICA

Novamente, para entender o conceito de
densidade volumétrica, vamos considerar um exemplo
pratico. Tente responde a seguinte pergunta: Qual a
massa da dgua?

A resposta depende da quantidade de
agua considarada, um copo de 300 ml, um balde de
15 litros, uma caixa d'agua de 1.000 litros, etc. Observe
que, mais uma vez a massa por si propria, apesar de ser
uma grandeza fisica, ndo responde ao questionamento.
Agora, se a pergunta for sobre a densidade volumétrica
da 4gua, ou seja, a sua massa dividida pelo volume que
ela ocupa, a reposta € Unica: 1.000 kg/m3. Ou seja, a
densidade volumétrica, muitas vezes chamada apenas
densidade, é o parametro que realmente importa,
especialmente quando estamos lidando com liquidos.

A definicdo de densidade volumétrica é dada
pela seguinte equacao:

Onde

d, = densidade volumétrica [kg/m’]
m = massa [kg]

V = volume [m?]

A unidade de densidade volumétrica
€ a unidade de massa dividida pela unidade de
volume. Como a unidade de massa no Sl é [kg] e a
de comprimento é [m?], a unidade de densidade
volumétrica no SI é [kg/m3®]. No entanto, outras
unidades sdo usuais, como [g/cm?], [Ib/pol?], etc.

EXEMPLO:

Qual a massa de agua contida num copo de
300 ml?

Solucdo:
A formula da densidade volumétrica é:

dy =1

A densidade volumétrica da dgua, conforme
ja mencionada, é d, =1.000 kg/m* e o volume do copo
€ 300 ml. Observe que as unidades sdao incompativeis:
densidade tem “m3” e volume tem “ml “. Para podermos
incluir estes dados na formula da densidade, é necessario
transformar o volume também para m3. Neste caso,
tem-se:

300ml =300-10731=0,3l=0,3-10"3m3 = 3- 10~*m?®

Logo:1000 =

e =3-10"*-10° =3-107* = 0,3k
30 ~ Mm=30107-10° =307 = 03kg

Resposta: A massa de dgua é de 0,3 kg ou 300 g.
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VAZAO

Considere uma tubulacao de dgua conectada
a uma caixa d'dgua. Suponha que a caixa tenha um
volume interno de Tm3 e que a tubulagdo demora 1 h
para encher a caixa d'agua. Neste caso diz-se que a
vazdo da tubulacdo é de 1 metro cubico por hora, ou seja
Tm3/h. A vazéo é definida como sendo o volume (V) de
fluido transportado dividido pelo tempo (t) necessario
para transportar o fluido, ou seja:
4
=7
A unidade de vazao é a unidade de volume
dividida pela unidade de tempo. Como a unidade de
volume no SI é [m®] e a de tempo é [s] (segundo), a
unidade de vazdo no S| é [m?/s]. No entanto, outras
unidades sao usuais, como [I/s], [I/min], etc.

PRESSAO

Considere uma seringa com agua dentro
conforme a Figura. Se o émbolo for pressionado com
uma certa forca, a razao entre esta forca e a area do
émbolo é a chamada pressao da dgua dentro da seringa.
Matematicamente, a pressao é definida como sendo:

p_F
A
Onde: P = pressao [Pa]
F =forca [N]
A = area [m?]

A unidade de pressao é a unidade de forca
dividida pela unidade de area. Como a unidade de forca
no Sl é [N] e a de area é [m?], a unidade de vazao no Sl é
[N/m?], que também é conhecida como [Pa] (Pascal). No
entanto, outras unidades sdao usuais, como [kgf/mm?],
[Ibf/pol?], [bar], etc.

TEOREMA DE PASCAL

O Teorema de Pascal diz que quando
provocamos um acréscimo de pressao dentro de um
liquido homogéneo, este aumento de pressao se
propaga em todas as dire¢des e atinge todos os pontos
do liquido. Este teorema é o principio de funcionamento
de equipamentos bastante comuns do nosso dia-a-dia,
como a prensa e o macaco hidraulicos. Para ilustrar este
principio, considere a Figura, onde dois tanques com
areas A, e A, estao conectados entre si. Em cada tanque
tem um pistdo, semelhante ao da seringa discutida
anteriormente. A area A, € bem menor do que a area A,.




ya

z

<
=
<
L)
LLl
[
©)
o
[
L
m—l
L
=
Ll
O
Y
pd
O
LLI
—

MATEMATICA APLICADA

Se exercermos uma forca F, no pistdo que tem area A1, a
pressao no pistao 1 sera:

F
P =—
Ja a pressao no pistao 2 sera:
p, =1

Mas como, pelo Teorema de Pascal, a pressao
no pistdo 1 deve ser igual a pressao no pistao 2, tem-se:

Pp=P,
H_K
A A
Isolando a forca do pistao 2 (F.), temos:
A,
F, =—F
2 A1 1

Mas como A, € muito maior que A, temos
que F, € muito maior que F,. Como isso tem-se um
dispositivo que multiplica a forca aplicada.

Fy
4
A

[

2

Figura - Principio de Pascal

EXEMPLO:

Considere um dispositivo como o da Figura
com o pistdo 1 de 75 mm de didametro e o pistdo 2 com
150 mm de diametro. O pistao 2 levanta um peso cuja
massa € de 150 kg. Qual a forca necessaria no pistao 1
para levantar o peso?

Solucgao:

As areas dos dois pistoes sao:
_m-df 3,416 -(0,075)2
4 4
_m-di 31416 -(0,15)2
4 4

A forca no pistao 2 é calculada pela equacao:
F,=m: g, onde m ¢ a massa [kgl e g = 10 m/s* ¢ a
aceleracao da gravidade. Logo: F,=150-10 = 1500 N

= 0,00442m?

= 0,01767m?

, E F
Finalmente: — = —
A Ay
F 1500
0,00442 ~ 0,01767
F=375N

Logo, para levar uma massa cujo peso é de
1500 N, sao necessarios apenas 375 N.

EMPUXO

Todo corpo imerso dentro de um fluido
recebe do mesmo uma for¢ca, chamada empuxo,
contrdria a forca da gravidade. Por exemplo, um peixe
dentro d'agua recebe da agua uma forca de empuxo.
Se o empuxo for maior que o peso, o peixe ira flutuar
na superficie, se o empuxo for menor que o peso, o
peso ird afundar cada vez mais e se 0 peso € 0 empuxo
forem iguais, o peixe esta em equilibrio com a agua.
O mesmo acontece com submarinos e baldes de gas
e ar quente. O empuxo é uma forca que tem maodulo
igual ao peso do fluido deslocado. Ou seja, no caso
do peixe, 0 empuxo da agua sobre o peixe é igual
ao peso da agua que estaria ocupando o espac¢o do
peixe caso ele nao estivesse la. Isso pode ser escrito
da sequinte forma:

E=dVg
Onde: E = empuxo [N]
d, = densidade volumétrica do fluido [kg/

V = volume do corpo submerso no fluido

g =10 m/s? (aceleragao da gravidade)
EXEMPLO:

Um submarino tem um volume de 3000
m3. Qual o empuxo da agua salgada (densidade de
1100 kg/m?®) sobre o submarino? Qual a massa em
toneladas do submarino?

Solucao:

O empuxo é calculado com:

E=dVg=1100-3000-10 = 33000000N =
3,3-10°N

A massado submarino é calculada sabendo

que o empuxo deve ser igual ao peso do submarino e
0 peso é a massa multiplicada pela gravidade:

E=P
E=m-g
33-107=m-10m = 3,3-10°%kg = 3300 ton

POTENCIA ELETRICA

Considere uma lampada elétrica ligada a
uma bateria, conforme a figura abaixo. Em um dos
dois fios que conectam a bateria a lampada, existe
um amperimetro, que € um instrumento que mede
a corrente elétrica. A corrente elétrica representa o
fluxo de elétrons que circulam pelo circuito elétrico.
A unidade da corrente elétrica é o ampére [A],
conforme a Tabela. A poténcia elétrica é a tensao da
bateria multiplicada pela corrente elétrica, ou seja:

P=U-I

Onde: P = poténcia [W]

U =tensao [V]

www.ineprotec.com.br



MATEMATICA APLICADA

| = corrente [A]

A unidade da poténcia no sistema
internacional é watt [W], conforme mostrado na
Tabela. No exemplo da figura abaixo, a poténcia da

lampada é:12V-5A=60W.
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