Matematica Aplicada a
Agrimensura
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Agrimensura

A Agrimensura, objeto do presente estudo, é o ramo da Engenharia que, por
meio de medi¢des realizadas em uma determinada area (topografia), coleta dados
geograficos, que podem ser distancias, angulos e outros, a fim de facilitar o preparo
de areas urbanas e rurais. Com isso, pode-se realizar projetos de construcao civil e/ou
modificacdo na infraestrutura das areas estudadas (RIOS, 2004).

Agrimensura é a parte da topografia que tem por fim o levantamento e o calculo
das areas de propriedades publicas e privadas. Os limites das propriedades constam
dos titulos de propriedade (escritura) originarios dos titulos primitivos proprietarios,
passando pelos donos sucessivos ou desmembramentos em parcelas autbnomas, em
virtude de partilhas (SOUSA, 1995).

O Agrimensor pode operar com elementos da Matematica (aritmética,
geometria e trigonometria), fisica (luneta, telescépio), engenharia (agronémica),
geografia, entre outros. Atualmente, sdo utilizados os modernos teodolitos ou
estacdes totais, estacdes totais robdticas, receptores, GPS (Global Positioning
System- Sistema de Posicionamento Global), niveis digitais, software de levantamento
e outros como ferramentas de trabalho do agrimensor.

Segundo Espartel (1969), os processos empregados nesta pratica sdo 0s
graficos (Geometria), os numéricos e os analiticos (Aritmética, Trigonometria e
Geometria Analitica).

Assim, a matematica exerce papel importante no desenvolvimento da

topografia, sendo uma das responsaveis pelo aperfeicoamento dos instrumentos



usados na mesma, 0 que demonstra que a agrimensura e a topografia evoluiram em
termos tecnoldgicos, isto é, os procedimentos e técnicas atuais empregadas para
fazer, por exemplo, um desmembramento (divisdo em parcelas de uma determinada
superficie de terra seja urbano ou rural) ndo sdo as mesmas de quando a agrimensura
surgiu (ANDRADE, 2012).

E necessario, para tanto, definir alguns conceitos basicos referentes a
topografia para que os estudantes consigam relaciona-los as aplicacdes praticas do
estagio de agrimensura.

O Levantamento consiste em medicOes necessarias para reproduzir, na planta
topografica, um trecho de uma parte da superficie terrestre.

A representacao grafica é usada como plano para representar graficamente a
planta topografica que é a projecdo horizontal dos pontos levantados durante a
medicao, contendo todas as caracteristicas de uma area; incluindo relevo, curvas de
nivel, perfil longitudinal, se¢des transversais, 0s elementos relevantes existentes no
local, metragem, célculo de area, pontos cotados e norte magnético.

A escala é a relacdo de semelhanca constante entre as figuras da planta e do
terreno.

A planimetria é a parte da geometria que estuda as figuras planas,
(representacao de um terreno sem levar em conta o relevo), medi¢cdo de superficies
planas com o emprego do planimetro. E quando a partir do levantamento de um local,
os detalhes existentes (divisas, divisdes internas, construcbes, etc.) sado
representados em projecao horizontal. Para tal, utilizam-se de angulos e distancias

horizontais.



E, a altimetria estuda o relevo do solo, medindo-se as alturas relativas entre
pontos, com base em um plano de referéncia de nivel, medindo-se distancias verticais

(GODOQY, 1988).

Reta e Ponto

Alguns elementos da matematica, como o ponto e a reta, ddo base para a
construcdo dos conhecimentos geométricos. Os conceitos de ponto e reta sao

conceitos primitivos, por isso ndo ha uma definicdo exata para esses elementos.

> Reta
“‘Reta é a figura geométrica constituida por uma linha que estabelece a menor

distancia entre duas posicoes”

Caracteristicas da reta:
e areta s6 possui uma dimensao, comprimento;

e areta € ilimitada, ndo possui inicio e fim.

Conceitos derivados dos primitivos:
. Semirreta € a parte da reta limitada por um ponto.

. Segmento de reta € a parte da reta limitada por dois pontos.
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Figura: Reta, segmento de reta e semirreta

Fonte: https://www.todamateria.com.br/segmento-de-reta

Ponto

e Ponto do latim “punctum” & um sinal circular de dimensées pequenas.
e Ponto é a figura geométrica formada pelo encontro de duas retas.

e Caracteristica do ponto: o ponto ndo possui dimensoes.

Notacao: O ponto é representado por letra latina maiuscula.

Figura: Ponto

http://objetoseducacionais2.mec.gov.br/bitstream/handle/mec/10396/geoc0101.




Angulos

Defini¢cdo formal: Angulo é uma medida expressa em graus que € atribuivel &
regido ou conjunto de pontos situados entre duas semirretas de mesma origem. Uma

ilustracao de angulo se encontra na Figura.

v

Figura: Angulo BAC formado pelo Vértice A e semirretas AB e AC

Unidades de medida do angulo: Existem algumas unidades com as quais
podemos medir um angulo. Estudaremos duas delas: o grau ( °) e o radiano ( rad ).

O transferidor é o objeto utilizado para medir Angulos em graus.



Figura: Transferidor

Muitas vezes utilizamos o transferidor para medir um angulo qualquer e
percebemos que a medida do angulo fica entre dois valores inteiros. Existem
submultiplos do grau para representar o angulo nessa situacdo. Os submultiplos do
grau sdo 0s minutos e os segundos de arco, e expressam medidas menores do que
1°.

Quando dividimos um grau (unidade de medida de angulos) em 60 partes
iguais, cada uma dessas partes é chamada de minuto. Quando dividimos um minuto
em 60 partes iguais, cada uma dessas partes é chamada de segundo. Dessa maneira,
um minuto é igual a 60 segundos e um grau € igual a 60 minutos.

Quando o comprimento do arco de uma circunferéncia for igual ao seu raio,

entdo dizemos que o angulo formado é de 1 radiano (rad).



Para converter o grau em radianos, ou vice-versa, usa-se uma regra de trés,

pois 180° (graus) corresponde a 1 pi rad.

Poligonos

“Poligonos séo figuras geométricas planas que sao formadas por segmentos
de reta a partir de uma sequéncia de pontos de um plano, todos distintos e néo
colineares, onde cada extremidade de qualquer um desses segmentos é comum a
apenas um outro.”

(https://www.infoescola.com/geometria/poligonos) Eles podem ser céncavos ou

convexaos.

Poligono convexo: Um poligono ABCDE é convexo se dados dois pontos F e
G, interiores ao referido poligono, o segmento de reta FG estiver contido inteiramente

no poligono. Caso contrario, ele sera concavo.

Figura: Poligono Convexo



Poligono céncavo ou ndo convexo: Um poligono é concavo ou ndo convexo
se existem pontos H e | no interior do poligono, tal que o segmento de reta HI, cujas

extremidades sdo os pontos H e I, ndo esta inteiramente contido no poligono.
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Figura: Poligono cdncavo ou ndo convexo

Poligonos Regulares e Irregulares

Um poligono que possui todos os lados congruentes € chamado de equilatero.
Quando ele possui todos os éangulos (internos) congruentes, € chamado de

equiangulo.
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Figura: Poligono Equilatero

Figura: Poligono equiangulo

Um poligono convexo é regular se for equilatero e equiangulo, ou seja, quando

seus lados possuem a mesma medida e seus angulos internos também sao iguais.
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Nome dos poligonos principais ou mais usados

Podemos dar nomes aos poligonos de acordo com a quantidade de lados que

ele possui. Veja a tabela

Tabela: Nomenclatura dos poligonos

Numero de lados Nome

3 Triangulo ou trilatero

4 Quadrangulo ou quadrilatero
5 Pentagono

6 Hexagono

7 Heptagono

8 Octogono

9 Eneagono

10 Decégono

11 Undecagono (Hendecagono)
12 Dodecagono

15 Pentadecagono

20 Icosagono

n n-latero

Geralmente, para poligonos com lados maiores que 20, nos referimos a ele

apenas explicitando o seu niumero de lados. Por exemplo, um poligono de 27 lados.



12

(=) B
l ) -
»
\
o> e
-
- =
< — N Q
[ e
1) ‘ | "/ \ p
=] @ ] ®
\ l ]
(¥ S
\ | (® ]
e >y N\ V ‘4}
— .‘\ !-D
-y -

Figura: Poligonos: Triangulo, quadrilatero, pentagono, decagono

Soma dos angulos internos de um poligono convexo:

Através da demonstracao abaixo, podemos constatar que a soma das medidas

dos angulos internos de um triangulo plano equivale a 180°.

&L

Figura: Triangulo ABC
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1- Construir um triangulo ABC qualquer;

2- Construir a reta r passando por B paralela ao lado AC;

3- O angulo Y é congruente a B (pois Y e B sdo correspondentes);
4- O angulo a é congruente a p (pois a e p sao alternos internos)

Como & +a + Y =180°, por 3 e 4, concluimos que:

® +pB+p=180°

Podemos obter a soma dos angulos internos dos poligonos convexos, ao dividi-

los em triangulos.

Um quadrilatero pode ser dividido em dois triangulos. Assim, a soma das

medidas de seus angulos internos € dada por:
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Figura: Quadrilatero: dividido em dois triangulos

S =2-180°= 360°

Um pentagono pode ser dividido em trés triangulos. Assim, a soma das

medidas dos angulos internos é dada por:

Figura: Pentdgono

S =3-180°=540°
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Da mesma forma, um hexagono pode ser dividido em quatro triangulos. Assim,

a soma das medidas dos angulos internos é dada por:

Figura: Hexagono

S =4-180°= 720°

Generalizando, um poligono convexo que possui n lados, n natural maior ou

igual a 3, a soma das medidas de seus angulos internos sera dada por:

S=(n-2).180°

Medida de um angulo interno de um poligono regular:
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Sabemos que um poligono convexo que tem n lados é equilatero e equiangulo
ele é regular. Assim, para se obter a medida do &ngulo interno de um poligono regular,

basta dividir a soma de seus angulos internos pelo nimero de angulos, ou seja, por

n.

Ai=S/n=[(n-2).180°/n

Escalas Métricas

Escala é arelacéo entre as medidas do desenho de um objeto em seu tamanho
real.

Escrevemos

Escala = medida do desenho/medida real.

Exemplo: A escala 1:100 significa que a cada unidade de medida no desenho

corresponde a 100 unidades de medida real.

A escala grafica € uma régua graduada que serve para determinar de forma

imediata, a distancia gréfica, uma vez sabida a distancia real, e vice versa.
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Figura: Escalimetro

Fonte: https://www.desenhoepintura.com.br/categoria/escalimetro-triangular

Seno e Cosseno de um angulo e as suas leis

Considerando o circulo unitario,

Figura: Angulo a central na circunferéncia de raio igual a 1
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As quantidades seno, cosseno e tangente do angulo a sédo dados pelas

relacdes:

sena = OM,, COSa = OM, e tga = AT

e COS ¢ e sen a sdo as coordenadas do ponto M, isto €, M = (cos a, sen a)

e tg a é a segunda coordenada do ponto T, isto é, T=(1,tg a)

Circunferéncia trigonomeétrica ou ciclo V3
trigonomeétrico Tg
sen

z
2
L

il

Figura: Ciclo Trigpnométrico

Fonte: https://brainly.com.br
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Lei dos cossenos

Consideremos o triangulo ABC conforme a figura a seguir:

Figura: Triangulo ABC

Em qualquer triangulo ABC, o quadrado de um dos lados € igual a soma dos

guadrados dos outros dois lados, menos o dobro do produto desses dois lados pelo

cosseno do angulo formado entre eles. A saber:

a?=b%2+c2-2.b.c.cos A

b?2=a?+ ¢2- 2. a. c. cosB

c2=a?+ b%2-2. a. b. cosC

Demonstragéo:

Para chegarmos na lei dos cossenos, vamos conhecer as relagdes métricas no

triangulo retangulo.



20

Dado o triangulo ABC retangulo em A,

m

Figura: Triangulo ABC

Onde,

BC = a (medida da hipotenusa)

AC =b (medida do cateto menor)

AB = c¢ (medida do cateto maior)

AD = h (medida da altura)

BD = n (projecéo do cateto c sobre a hipotenusa a)

DC = m (projecao do cateto b sobre a hipotenusa a)

Pela semelhanca dos triangulos BAC e BDA temos,

ABAC~ABDA

a c

— = — —c?=a.n
c n

Pela semelhanca dos triangulos BAC e ADC temos,
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ABAC~ABDA

2 b —>b? I
- = — =a.n
s = (1

Pela semelhanca dos triangulos BDA e ADC temos,
ABDA ~A ADC

2= Sp=maq
m  h = m.n (i)

Somando (I) e (1), e considerando que a = m + n, temos,

b% + c? =a(m+n)—=>b%+c? = a® (IV)

Além disso, multiplicando (1) e (II) e usando (lIl), temos,

b%.c? =a?.m.n »b.c=a.h (V)
Ent&o:

- O gquadrado da medida da hipotenusa é igual a soma dos quadrados das

medidas dos catetos, teorema de Pitagoras (IV).
a’ = b%+ c?

- A medida de qualquer cateto ao quadrado € igual a medida proporcional

das medidas da hipotenusa e da projecéo de cada cateto sobre ela (I e II).
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b’?=a.mec?=a.n

- A medida da altura relativa a hipotenusa € igual a média geométrica

entre as medidas dos segmentos que ela determina sobre a hipotenusa (lII).

h? =m.n

- O produto das medidas dos catetos € igual ao produto das medidas da
hipotenusa e a altura relativa a ela (V).

b.c=a.h

Sabemos que as relagdes trigonométricas do seno, cosseno e tangente sao
validas somente em triangulos retangulos. Para triangulos acutangulos ou
obtusangulos, temos que estabelecer outras identidades trigopnométricas, chamadas
de leis dos senos e cossenos. Faremos aqui, o estudo da lei dos cossenos.

Considere agora, o triangulo acutangulo a seguir, de lados a, b e ¢, sendo CH

a altura relativa ao lado AB de medida c.
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Figura: Tridngulo ABC
No triangulo BCH, onde n=c — m, temos que:
a=h+(c-m)
a=h+c-2cm+m
a=(h+m)+c-2cm(l)

No triangulo ACH, temos que:

b=h +m (Il)
e
cos A=m/b

m = b. cos A (Il

Substituindo (I1) e (1) em (I), obtemos:

a?= b2+ ¢c2-2.b. c. cos A

De forma analoga, obtemos:
b>=a’+c?-2.a.c.Cos B

c2=a?+b?-2.a.b.Cos C

As trés igualdades anteriores sdo chamadas de Lei dos Cossenos, que diz:
“‘Num tridngulo qualquer, o quadrado de um lado é igual & soma dos quadrados dos
outros dois lados menos o dobro do produto desses lados pelo cosseno do angulo por

eles formado”.
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Observacédo: A lei dos cossenos também é valida para triangulos com dois

angulos agudos e um angulo obtuso:

Figura: Triangulo ABC (obtuso)

Demonstracéo:
Seja um segmento de reta HC, perpendicular ao lado AB. Dizemos que HC é a
altura h do triangulo, relativa ao lado AB, passando pelo vértice C.

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo CHB, temos que:

a=h+(d+c)

a=h=d+2cd+c

a=(h+d)+c+2cd ()

No triangulo AHC, temos que:

b = h+d (Il) e
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d
cosB=3

mas,

cosfB=cos(m—a)=-cosa

entao,

-cosa— => d=-bcosa (lll)

Substituindo os resultados (II) e (lll) na equacéo (1), obtemos:
a=b+c+2c.(-bcosa)

a=b+c-2bccosa

De forma anéloga, temos:

b=a+c-2accosp

c=a+b-2abcosb

Exemplo 1: Calcule a medida da maior diagonal do paralelogramo da figura a

seguir utilizando a lei dos cossenos.

f—: o
15 120

™ e)

Dados: AB=CD =10cm
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AD=BC=5cm

Resolucéao:

cos 120° = —cos(180° — 120°) = — cos 60°=-0,5

BD =x

Aplicando a lei dos cossenos, temos,

X= 5+10-2.5.10.(-cos 60°)

X= 25 +100-100.(-0,5)

X=125+50

X=175

Vx?=V175

X=Vx2.7

X=5v7

Portanto, a diagonal do paralelogramo mede 5v7cm.

Exemplo 2: Em um triangulo ABC, temos as seguintes medidas: AB = 6 cm,
AC =5cm e BC =7 cm. Determine a medida do angulo A.

Vamos construir o triangulo com as medidas fornecidas no exercicio:

Resolucéao:
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Aplicando a lei dos cossenos, temos:

a=7,b=6ec=5
7=6+5-26.5.cos A
49 = 36 + 25 — 60.cos A
49 — 36 — 25 = —60.cos A
~12 =-60.cos A

12 = 60.cos A

12/60 = cos A

cosA =0,2

O angulo que possui cosseno com valor aproximado de 0,2 mede 78°.

Em seguida, faremos o estudo da lei dos senos:

Lei dos senos

Demonstracéao:
Considere o triangulo ABC, acutangulo, abaixo, onde CH é a altura relativa ao

lado AB.
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Figura: Triangulo ABC
No triangulo ACH, temos que:
sen A=h/b

h=Db.senA(l)

No triangulo BCH, temos que:
Sen B = h/a

h=a.senB(ll)

De (1) e (Il), obtemos:

b.sen A=a.senB

Ou

a _ b
Sen A Sen B

Do mesmo modo, obtemos:

b _ c
SenB SenC

Assim, podemos concluir que:

a _ b _ c
Sen A Sen B Sen(C

Que é chamada de Lei dos senos ou Teorema dos senos.
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Essa demonstracgao foi feita para um triangulo acutangulo, mas a mesma pode
ser realizada para qualquer triangulo de forma andloga, chegando ao mesmo

resultado.

Figura: Triangulo ABC 1 (obtuso)

Se A e Al sado os angulos que correspondem aos veértices A e Al, a relacao
entre eles é dada por A1 = 1 — A, pois sdo angulos inscritos a circunferéncia

correspondentes aos arcos replementares BAC e BA1C. Entéo,

S Aoy — %
en(m=A¥or Sen (m—A)

Mas,

sen A =sen (T—A)

Logo,

sen A
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Repetindo 0 mesmo processo para as bases AC e AB, encontraremos 0s outros

guocientes
b c
— =2r
sen B sen C

Exemplo 1: Determine o valor de BC no triangulo a seguir.

A
B =120~
.’iz':.: 45° e .C
Dados:
AC =100 m
BC =x
Sen(120°) = sen(180° — 120°) = sen(60°) = ‘/; ou 0,865

Sen(45°) = ou 0,705

x =_100

sen(60°) sen(45°)

x = 100

0,866 0,707
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0,707x = 86,6 x = 122,5

Logo, a medida solicitada é 122,5 metros.

Exemplo 2: No triangulo a seguir, temos dois angulos (45° e 105°,
respectivamente), e um dos lados mede 90 metros. Com base nesses valores,

determine a medida do lado x.

Para determinar a medida de x, devemos utilizar a lei dos senos, mas, para
isso, precisamos descobrir o valor do terceiro angulo do triangulo. Para tal calculo,
utilizaremos a seguinte definicdo: a soma dos angulos internos de um triangulo € igual
a 180°.

a + 105° + 45° = 180°

a + 150° = 180°

a = 180° — 150°

a = 30°

Agora vamos aplicar a lei dos senos:

0,707 0,5
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0,5x = 63,63 x = 127,26, portanto, a medida de x é igual a 127,26 metros.

Perimetros de Figuras planas

A palavra perimetro tem sua origem do grego peri (em volta de) e métron
(medida). Perimetro de figuras planas ou de superficies compde o contorno destas e
a sua medida.

A unidade de medida utilizada no calculo do perimetro € a mesma unidade de
medida do comprimento: centimetro, metro, quildmetro, e outras medidas de
comprimento.

Considere o poligono ABCDEFGHA a seguir, sendo AB=3cm,BC=2cm, CD
=7cm,DE=2cm,EF=1cme FG =3 cm.

A B
1
C

o

H
e

Figura: Poligono

Vamos calcular seu perimetro:

Temosque GH=9cme HA=7cm.

Assim, o perimetro da figura é dado por:
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P=(7+3+2+7+2+1+3+9)cmP =34 cm (centimetros)

Areas de Figuras planas

A necessidade de determinar a medida de superficies de areas para futuras
construcdes vem desde a antiguidade. Area ou superficie de uma figura plana tem a
ver com o conceito (primitivo) de sua extensao (bidimensional).

A unidade de medida da area € iguala unidade de comprimento ao quadrado:
cm, m, km e outras.

Pode-se calcular a area de um triangulo qualquer através de diversas férmulas
de acordo com os dados que se tem desse triangulo:

- Conhecendo os trés lados do triangulo e sendo a, b e ¢ os lados do triangulo,

calcula-se o semi perimetro p e aplica-se a formula abaixo:

A=p(@®—a) (p—b)(p — ), sendo

b= a+§9+c

Figura: Formula de Heron
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A féormula de Herdo (ou de Heron) nos fornece a area do triangulo em funcéo
da medida dos trés lados do triangulo. O nome faz referéncia ao matematico grego

Herdo de Alexandria. Seja o triangulo ABC, podemos demonstra-la:

B

Utilizando o teorema de Pitdgoras no triangulo CBM, encontramos o

comprimento BM:
a? =h?+ (CM)?
(CM)? = a? — h?

(CM) = va? —h?

Em seguida, encontramos o cosseno de c, através da relacao trigonométrica

no tridngulo retangulo ABM:

a

CoOSC =

No triangulo ABC, aplicando a lei dos cossenos, relativa ao angulo c, temos:

c? =a®+ b?—-2ab.cosC
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Logo,

— 24+p2— c?
ht=a?~ (“,77) )
e

2 12
at == (i

Substituindo (1) em (1), temos,

A% = (az— (50 02)2>

4

_ ((az + b?% — Cz))(Zab + (@ + b2 — ¢?))

AZ
16
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Aplicando a diferenca de dois quadrados:

_ (Zab — (az + bh? — CZ))(Zab + (az n p2 _ Cz))
- 16

AZ

(—(a? — 2ab + b?) + c?)(((a? + 2ab + b?) — c?))

A2 =
16

_(@=(@a=bhH)(a+b) =

AZ
16

Novamente pela diferenca de quadrados:

(c—(a—b)(c+a—-b)(a+b—-c)(a+b+0)

A? =
16

(c—a+b)(c+a—b)(a+b—c)la+b+c)

A2 =
16

Az_(c_a‘l'b) (c+a—b) (a+b—c) (a+b+0)
B 2 2 2 ' 2

AZ_<c+a+b—2a)(c+a+b—2b>(c+a+b—2€)(a+b+c>
B 2 2 2 2

22 (a+b+c )(a+b+c b)<a+b+c ><a+b+0)
2 @ 2 2 ¢ 2

Comop=(a+b+c)/2,tal que p é o semi perimetro ( metade do perimetro),

vem:
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A2=(p*—-a)(p—-b)(p—2o).p

Por fim,

A= \/(p —a) (p—b)(p—c).p, sendo p o0 semi perimetro e a, b e ¢ os lados do

triangulo.

- Conhecendo as medidas da base B e altura h do triangulo

/

/ G

Figura: Triangulo ABC (base b e altura h)

Demonstragéo:
A é&rea de um triangulo pode ser obtida calculando-se a metade da area de um
paralelogramo, que é dada pelo produto de sua base pela altura (b.h).

Logo, a area do triangulo é dada por:

b.h

A=—
2
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Observe que, ao desenhar uma diagonal no paralelogramo, obtemos dois
triangulos distintos e congruentes. Isso acontece porque os lados opostos de um
paralelogramo sao congruentes, logo, os triangulos formados s&o congruentes.

Concluimos que as areas desses triangulos sao iguais.

Figura: Paralelogramo dividido em duas partes iguais por uma diagonal

Como possuem areas iguais, podemos concluir que a area do triangulo A é

igual & metade da area do paralelogramo:

b.h

A=—
2

Essa férmula vale para qualquer triangulo, pois todo triangulo pode ser usado

para construir um paralelogramo.

A = - i

Figura: Paralelogramo
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Observe apenas que a altura do triangulo é a distancia entre a reta suporte do
lado escolhido como base e o terceiro vértice do tridangulo, aquele que néo esta contido
na base. Assim, a altura € um segmento de reta que sempre forma com a base do
triangulo um angulo de 90°.

- Conhecendo dois lados e um angulo entre esses lados do triangulo

Figura: Triangulo ABC e altura h

Demonstracao:

Célculo da area do triangulo utilizando o angulo A.

Temos que a area do triangulo é dada por A = 1/2 c¢. h. O triangulo AAHC é
retangulo.

Ent3o, usando a relagéo trigonométrica, temos sen A = h/b ou h = b. sen A.

Substituindo hem A = 1/2 c. h, temos A = 1/2 c. b. sen A.
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