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TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO
Trigonometria nos primoérdios

Por alguma raz&o, o numero 60 tinha um apelo mistico para os babilénios.
Como resultado, cerca de 2.000 anos antes da era crista, ja propunham um sistema
de numeragdo cuja base era esse numero.Tal sistema tornou-se conhecido como
sexagesimal, uma vez que a base escolhida por eles era o numero 60, ou seja,
nesse sistema qualquer numero poderia ser expresso como soma de poténcias de
60 multiplicadas por constantes adequadas. Os Babilbnios propuseram a divisdo da
circunferéncia de um circulo em 360 partes iguais, dai resultando a unidade de

medida de angulo conhecida como grau. Dessa forma uma circunferéncia tem 360°.
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IHRSRRAOSIHES S e REatASANANMI-Aac g b HBeSando pelo
e P2, podemos agora introduzir o &ngulo-a medindo a inclinagdo dessas semirretas.

Claramente, a corda depende desse adngulo.Temos assim:

P, Crd(a)

al2
al2

P,

Crd(a)=2Rsen(a/2)



Figura - Definicdo de Corda associada a um angulo.

Crd = Crd(a)

A corda pode ser, nesse contexto, entendida como fungao do angulo a.
Adotando essa forma de caracterizar angulos, ou de medi-los, podemos agora
entender como Hiparco introduziu a fungdo seno, como € definida nos dias de hoje.

De fato, sua relagdo com a funcdo comprimento da corda é bem simples:

S€N—=

a Crd(a) —>Scn(£] _ Crd(a)
2 2R

Escrevendo a corda como sendo dada por

Crd(a)=2I

e utilizando o valor do raio, sem efetuar sua divisdo em 60 partes, a funcéo

seno, definida a partir da fungao corda, pode ser escrita como:

( a ] /
sen| — |=—
2 R

A rigor, Hiparco ndo estava introduzindo a fungdo seno. Ele definia o que
denominamos seno de um angulo. Tal definigdo € analoga aquela obtida a partir das
relagdes métricas de angulos agudos num triangulo retangulo.

Hiparco gerou uma tabela de cordas. Essa tabela é muito semelhante a uma
tabela dos senos, desde que nos atenhamos a angulos menores do que 180°. A fim

de determinar a posi¢cao dos corpos celestes, Hiparco teve a ideia de fazer a



interpolagao para gerar algo como a fungao corda.
Ptolomeu publicou, em sua obra O Almagesto, uma tabela de cordas para

angulos variando dentro de intervalos de 0,5°.

Angulos no triangulo retangulo: o grau

Um tridngulo é retangulo quando possui um angulo reto, isto €, dois de seus
lados s&o perpendiculares. Esses lados sdo denominados catetos e aquele oposto
ao angulo reto é deno- minado hipotenusa.

Para medir os angulos de um triangulo retangulo utilizamos o grau como
unidade de medida.

Observamos que, como o angulo reto tem 90° por medida, os outros dois
angulos de um tridngulo retangulo sdo complementares, ou seja, tém como medida

de sua soma 90°.

—190°
L a 'B
Figura - Lados e vértices do tridngulo retangulo.

No caso de um triangulo retangulo, vale o teorema de Pitagoras, ou seja,

vale a relacéao:

onde ¢ é medida da hipotenusa, a e b sdo as medidas dos catetos.

Definicdo de seno e cosseno de um angulo agudo num triangulo

retangulo



Considerando o angulo , por exemplo, o lado que é oposto a ele tem o
nome de cateto oposto (o lado de medida a ou simplesmente o lado a), enquanto o
lado adjacente a ele, e diferente da hipotenusa (o lado de medida b ou lado b), é
denominado cateto adjacente a esse angulo. Observe que, considerando agora o

angulo ,, o lado b é o seu cateto oposto enquanto o lado a € o seu cateto adjacente.

cateto oposto

hipotenusa C
; ao angulo A

. [}
A =
b

cateto adjacente
ao angulo A

Figura - Lados de um triangulo retangulo.

A partir da notacédo, definimos o seno de um angulo agudo do tridngulo

retdngulo como sendo o quociente do cateto oposto pela hipotenusa:

hipotenusa
cateto p sen O= cateto oposto
oposto .
hipotenusa
0
cateto
adjacente

Figura - Seno de um angulo agudo de um tridngulo retangulo.



Da definicdo anterior obtemos, na Figura:

- a - b
sen 4 =— senB =—
c c

Podemos também definir o cosseno de um angulo agudo de um tridngulo

retdngulo como sendo o quociente do cateto adjacente pela hipotenusa:

cateto hipotenusa
oposto cosO=
0 hipotenusa
i : ) p
cateto
adjacente

Figura: Cosseno de um angulo agudo de um triangulo reténgulo.

Da definicao anterior obtemos, na Figura:

~ b ~ a
CoSA=— cosB =—
C C

Convém observar que num tridngulo retangulo sé temos como definir senos e

cossenos para os angulos agudos.

Propriedades dos senos e cossenos: a lei dos Senos e a lei dos

Cossenos

Uma propriedade notavel do cosseno e seno de um angulo agudo num
tridngulo retangulo é facilmente derivada a partir do teorema de Pitagoras. De fato,

tomando os valores do seno e do cosseno do angulo agudo A no tridngulo retadngulo



da Figura, conforme as expressdes, e, em seguida, somando os valores dos seus

respectivos quadrados, obtemos:

]

a b &+ b
sen" A+cos" A=|— |+ | —| =———

(& (& (&

Utilizando o teorema de Pitagoras, resulta de que, para qualquer angulo

agudo num triangulo retangulo, vale a relagao:

A fim de poder estabelecer a Lei dos Senos e a Lei dos Cossenos, que sdo
relagbes uteis entre os lados e os angulos de um triangulo qualquer, nao
necessariamente retangulo, podendo ser acutangulo ou obtusangulo, vamos
ampliar o conceito de seno e cosseno de um angulo. Para tal, introduzimos as

seguintes identidades:

sen90° =1
c0s90°=0
sen(180° —x) =senx

cos(180° —x)=—cosx

Consideremos, em primeiro lugar, a Lei dos Senos a qual estabelece que,

num triangulo

ABC qualquer, vale a seguinte relagao:



b c
—_ —_ — —_ 2 }F

sen senB  sen(C

onde a, b, c indicam as medidas dos lados opostos aos angulos de vértices A,

B, C, respectiva- mente e r € o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo.

4

€

Figura - Triangulo ABC qualquer, inscrito numa circunferéncia de raio r.

Considerando um triangulo ABC qualquer, inscrito numa circunferéncia de
raio r, a partir do vértice B podemos encontrar, na circunferéncia, um ponto
diametralmente oposto D; ligando D a C, formamos um novo triangulo BCD

retdngulo em C, pois 0 angulo BDé inscrito numa semicircunferéncia.

Os angulos de vértices em A e D sao inscritos na circunferéncia e determinam

0 mesmo arco logo tém a mesma medida.

Agora, no triangulo retdngulo BCD, temos:

de onde senD =
2r
~ qa

sen A =
. 2r

ou seja,
a

—=2r

sen A



Repetindo o raciocinio, para os angulos de vértices B e C, teremos as

relagdes:

bA =2r e CA =2r
sen B senC

Logo, podemos concluir que:

b C
= — = —=2r
sen sen8  senC

Consideremos agora a Lei dos Cossenos, a qual estabelece que, num

triangulo ABC, qualquer, valem as seguintes relagdes:

o) o) o) -
a - =b"+c¢c"—2bc cos A
) 4 2 -~
b =a"+c" —2ac cosB

) 4 ) ~
c¢c-=a"+b°—-2ab cosC

onde a, b, ¢ indicam as medidas dos lados opostos aos angulos de vértices
A,B,C,respectivamente. Vamos provar apenas a primeira das relagcdes e isso sera
suficiente, pois as trés sdo analogas.

Analisemos as trés possibilidades para o angulo A (agudo, obtuso e reto).

a. € um angulo agudo.




Figura - Tridngulo ABC em que o &ngulo de vértice A é agudo.

Seja a altura do triangulo ABC, relativa ao lado . O triangulo AHC é retangulo

e pelo Teorema de Pitagoras,

O ftriangulo HBC também é retadngulo e, novamente pelo Teorema de

Pitagoras,

[}
+

Além disso, m + n = ¢, e, eliminando h nas duas primeiras equacoes,

obtemos:

Eliminando n obtemos:

Portanto, - = - +2cm -

edai =+ -2cm.

Mas (m/b) = cos ou m = b.cos

deonde = + -2bc.cos



b. € um angulo obtuso.

H 4 c B

Figura - Triangulo ABC em que o angulo de vértice A é obtuso.

Seja a altura do triangulo ABC, relativa ao lado . O triangulo CHA é retangulo

e assim, pelo teorema de Pitagoras,

Como o triangulo CHB é retangulo, pelo teorema de Pitagoras,

Eliminando h, temos:

Simplificando a ultima equacéo, temos:

=+ —-2cm.

Mas = cos HC = cos(180°- A) = - cos A, ou seja



Logo,

€ um angulo reto.

Este caso é o préprio teorema de Pitagoras, pois cos = 0.

Outras razées trigonométricas

Num tridngulo reténgulo, sempre no caso de um angulo agudo, ainda
podemos definir outras razbées entre as medidas de seus lados, além daquelas que
definem o seno e o cosseno.

Definimos a tangente de um angulo agudo num tridngulo retdngulo como

sendo o quo- ciente do cateto oposto pelo cateto adjacente:

tgb= cateto oposto
cateto hipotenusa
oposto
H 0
cateto
adjacente

Figura: Tangente de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Temos assim que, num tridngulo retédngulo, como o da Figura, definimos a

tangente dos &ngulos e, em termos dos catetos do triangulo retédngulo:



Definimos também a cotangente de um angulo agudo num triangulo retangulo
como sendo o quociente do cateto adjacente pelo cateto oposto ou o inverso da

tangente do mesmo angulo:

cateto hipotenusa
oposto cotgb=1=
0 tgd  cateto oposto
a
cateto
adjacente

Figura: Cotangente de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Temos assim que a cotangente do angulo e a cotangente do angulo da

Figura sdo, em termos dos catetos a e b:

(:otgg:JFi (:otgt.;f?:E
a b

Definimos ainda o valor da secante de um angulo agudo num triangulo
retdngulo como o inverso do cosseno do mesmo angulo.Temos, pois, em termos dos

lados do triangulo:



cateto hipotenusa
oposto sec 0= hipotenusa

0

cateto
adjacente

Figura - Secante de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Assim, para os angulos e da Figura, temos:

secA=— secB=—
b a

Definimos a cossecante de um angulo agudo num tridngulo retadngulo como o

inverso do seno do mesmo angulo:

cateto hipotenusa
apesta cossecO= hipotenusa
(3] cateto oposto
-
cateto
adjacente

Figura: Cossecante de um angulo agudo do triangulo retangulo.

Consequentemente, os valores da cossecante do angulo e da cossecante do

angulo da Figura sao dados, em termos dos lados do tridngulo

~ ¢ e
cossec A =— cossecB =—
a b




Conclui-se que, num triangulo retdngulo, podemos definir diferentes valores
associados a angulos agudos, valores esses que s&o quocientes entre as medidas

dos lados do tridngulo.

Triangulagao: calculo de distancias inacessiveis

Medir € comparar. No cotidiano, a medida de distancias é feita através de
uma medida direta, isto €, comparando-se as dimensdes de algo com uma unidade
padrdao. Usualmente, adotamos o metro como unidade padrao para medir
distancias. Na astronomia utilizamos outras unidades, as quais serdo aqui
apresentadas.

Medidas diretas sdo inviaveis na Astronomia. Por isso, no caso dos objetos
localizados fora da Terra as medidas séo efetuadas de uma maneira indireta.

Um dos métodos indiretos mais antigos de determinagao das distancias é o
uso da triangu- lagdao. Na Figura esbogamos o esquema basico do uso da
triangulagao, para determinagédo da altura (h) do monte. Ele requer a determinagéo
de um angulo (8), entre as dire¢gdes da base e do cume do monte, e da distancia (d)
entre o observador e o monte; 6 e d podem ser medidos.

O angulo 6 é medido com um instrumento denominado teodolito.

Figura -Determinagao da altura do monte por triangulacéo: tg6 = h/d ou h = d
x tgo.



Algumas vezes utilizamos a semelhancga entre triangulos.

Um dos registros mais antigos de uso desse método indireto é aquele
atribuido a Tales de Mileto (625 — 558 a.C.), o qual teria determinado a altura da
piramide de Gizé a partir da determinagdo da dimensédo da sombra projetada no
solo. Tomou o cuidado de efetuar tal medida no exato momento em que o tamanho
de sua sombra projetada no solo era igual a sua altura. Nesse momento, o tamanho
da sombra da piramide era igual a altura da piramide.

Na Figura esta representada a configuragdo de uma estrela, vista da Terra
em duas posi¢coes diametralmente opostas no seu movimento de translagao e o Sol.
A paralaxe estelar é o desvio aparente da estrela em relagéo as estrelas de fundo. O
angulo de paralaxe € p. As posi¢cdes aparentes da estrela podem ser registradas em
imagens da regido do céu, obtidas em épocas diferentes. As paralaxes sao
diminutas. Ou seja, sdo medidas em segundos de arco. Por exemplo, a estrela mais
proxima do Sol, a Proxima Centauro (e de grande paralaxe, portanto) tem paralaxe
de meros 0,77 segundo de arco (2 décimos-milésimo de grau). Estrelas mais
distantes tém paralaxes menores ainda.Tendo em vista a dificuldade experimental

de distinguir pontos muito proximos, esse método é bastante limitado.



estrela

Figura: Paralaxe estelar.

O método da paralaxe trigonométrica introduziu na Astronomia uma nova
unidade de comprimento: o parsec. Um parsec é equivalente a 3,26 anos-luz ou
206.264 unidades astrondmicas, ou ainda 31 trilhdes de quildmetros. Nesta unidade,
as distancias a estrelas mais brilhantes visualmente ficam a distancias entre 1,3 pc

(a-Centauri) e 800 pc, excluindo-se evidentemente o Sol.
D(parsec) =1/ p(segundo de arco)
Experimente escrever essas distdncias em km, vocé vai ter que escrever

muitos digitos! Um parsec = 206265 U.A. Uma unidade astronbmica, por sua vez, &

equivalente a 1,49 - 108 km.

TRIGONOMETRIA NO CICLO TRIGONOMETRICO

Angulo



Sejam r e s duas semirretas com mesma origem. Definimos angulo entre elas
a cada uma das duas regides do plano delimitadas por elas, incluindo as duas

semirretas. Normalmente utilizamos letras gregas para representar angulos.

Fica convencionado que o angulo entre duas semirretas sera sempre o menor
deles. Logo, na figura, o angulo entre as semirretas t e s sera a. A figura nos mostra
também que @ + B é igual a um angulo de volta inteira (ou de uma volta).

Unidades de medida de angulos: Para melhor trabalharmos com os angulos,
devemos saber medi-los, e para tanto, definimos as seguintes unidades:

GRAU: Se dividirmos o angulo de uma volta, independentemente do tamanho
de seus lados, em 360 partes iguais, cada uma delas representara 1/360 desse
angulo e sera chamada 1 grau, e sua representagao sera 1°. O grau é subdividido
em 60 minutos (60’), e cada um desses minutos €, por sua vez, subdividido em 60
segundos (60”). Assim, o angulo de 1° pode ser subdividido em 3600”.

Logo, a medida do angulo de volta inteira € 360°, ndo importando o quanto a

semirreta r for prolongada.



RADIANO: Esta unidade de medida de angulos, e também de arcos, tem
como simbolo 17ad, Dizemos que um arco mede 17ad se o seu comprimento for
igual ao raio da circunferéncia onde este arco esta definido.

a = arco AB = 1rad

Entdo, a medida do angulo ou arco de uma volta sera igual a 27 rad pois,
como ja sabemos, o comprimento da circunferéncia inteira é obtido pela expressao
C = 2nr. Uma terceira um idade de medida de angulo, o Grado, nao sera usada
neste texto. Podemos agora montar entdo uma tabela de medidas de alguns

angulos importantes nas que acabamos de definir:



Angulo Figura Graus Radianos
Volta inteira 360 2m
Meia-volta m
180 m
Reto
/[
2
90
3/4 de volta 3n
2

270




1/8 de volta

45

a1

Vemos que assim é possivel transformar as medidas de um angulo de uma

unidade para a outra se obedecermos a razdo , conforme os exemplos a seguir :

EXEMPLOS:

1) Transforme em radiano o angulo de 30°.

Devemos utilizar a razdo que acabamos de escrever para montar a propor¢cao

180°  30° 180°-a =30°"m
conveniente: g =~ o , donde podemos ter a equagao: , € assim

podemos calcular o

valor de :

30°r A
= =-rad

T 180° 6

a

71
2) Escreva em graus o angulo de 7 7ad



180° a o /T
. . =77 . mra=180°-— .
A proporgdo agora sera: ™ . Entdo: 5, e entdo

__180°7m . a = 252°
escreveremos que: a = 5 € finalmente teremos:

Ciclo Trigonométrico

Ciclo Trigonométrico ou simplesmente Ciclo: Qualquer circunferéncia cujo raio
€ considerado unitario, que possua um ponto considerado como Origem e m sentido
considerado como positivo (normalmente o anti-horario) € denominada Ciclo

Trigonomeétrico.

o C:Centro

O: Origem

raior =1

E costume montarmos um sistema cartesiano ortogonal com origem no
Centro do Ciclo e o eixo das abscissas passando pelo ponto O, conforme a figura a

seqguir:



eixo das ordenadas

c o eixo das abscissas

Este sistema cartesiano, como podemos notar, divide o Ciclo em quatro
partes denominadas Quadrantes, numeradas a partir do ponto O e obedecendo o
sentido positivo de percurso.

E importante saber que os eixos das abscissas e das ordenadas nao fazem

parte de nenhum dos Quadrantes. Assim, se um angulo central & do ciclo esta no 1°

o [e] T
Quadrante, ele obrigatoriamente sera tal que 0°<a<90 ,ouainda 0 <a <3 ge

o o T
ele estiver no 2° Quadrante poderemos afirmar que 90° < a <180°ou-<a <7 ge

° ° 31
fizer parte do 3° Quadrante deveremos ter 180° <a <270°oum<a <= ¢

finamente, se % pertencer ao 3° Quadrante, este angulo serad tal que

270° < a < 360° . 3m
* , ou, em radianos, 5 < @ < 27T,



Porém, um angulo pode dar mais que uma volta no Ciclo. Para sabermos a
que Quadrante pertence um angulo como este, ou até um angulo negativo (que se
move no sentido horario), deveremos obter sua menor determinagao, que vem a ser
0 que resta dele apds retirarmos as voltas inteiras que ele da no Ciclo. O Quadrante

onde esta menor determinagao estiver sera aquele onde estara o angulo.

EXEMPLOS:
Obtenha a menor determinagcdo dos seguintes angulos e o Quadrante ao

qual pertencem.

1) 3800°

Se dividirmos 3800° por 360° obteremos quociente 10 e resto 200°, e isto
significa que 3800° = 10. 360° + 200°, ou seja: sdo 10 voltas completas no Ciclo e
200° de menor determinagédo. Logo, como 200° pertence ao 3° Quadrante, pois 180°
< 200° < 270°, afirmamos que 3800° pertence ao 3° Quadrante.

2) - 4530°

Do mesmo modo que no exemplo anterior, temos: - 4530° = - 12. 360° + (-



210°) =-12. 360° -360° + 360° - 210° = - 13. 360° + 150°.

Isto é: Este angulo significa 13 voltas completas no sentido horario no
Ciclo e 150° de menor determinagédo, que deve ser sempre maior ou igual a zero.
Como 150° estd no 2° Quadrante, pois 90° < 150° < 180° entdo o angulo de

- 4530° pertence ao 2° Quadrante.

3) %ﬂ rad

Esﬂrad = Esnrad +3—5ﬂrad =7-(2nrad) -I-“%nrad_

Isto quer dizer que este angulo da 7 voltas completas no Ciclo e possui menor

3r T 3T /s
determinacéo igual a ?md, e como sabemos que ; << < , afirmamos que este

angulo faz parte do 2° Quadrante.

Podemos perceber com facilidade que:

9 9

1421 126m 16m 16m
)=t 4

2 =16m+2 = -8 (2m) +=



Este angulo, portanto, descreve 8 voltas no Ciclo em sentido horario e sua

2T 27T T
menor determinagcado é 5. Como 0< < <7, podemos ver que o angulo inicial esta

no 1° Quadrante.

OBSERVACAO: E importante perceber que, para que o quociente represente

o numero inteiro de voltas no Ciclo, ele deve um namero par vezes T

5) 630°

A divisdo por 360° nos mostra que 630° = 1-360° + 270° que significa que
este angulo efetua uma volta inteira no Ciclo no sentido anti-horario e ainda tem uma
menor determinacdo de 270°. Porém, 270° ndo se encontra em nenhum dos
quadrantes, mas sobre o eixo y. Logo, 630° esta sobre o eixo y, e ndo pertence a

nenhum quadrante.
ARCOS CONGRUENTES

Se dois arcos de um mesmo Ciclo Trigonométrico possuirem mesmas
Origens e mesmas Extremidades, eles sdo chamados congruentes, ndo importando
0 numero de voltas que eles deem no Ciclo.

Deste modo, todos os arcos ou angulos escritos na forma com medidas em
radianos, ou ainda @ = m + k - 360° com medidas em graus, sdo congruentes a um

dado arco de medida m, em radianos, com Orad <m<2mrad oy

0° < m < 360° se em graus.



EXPRESSOES GERAIS DE ARCOS

Imagine um hexagono regular inscrito no Ciclo, com um de seus vértices
coincidindo com a Origem do Ciclo. Seus vértices AB,C,D,E,F nessa ordem

dividirdo esse Ciclo Trigonométrico em seis arcos congruentes, cada arco definindo

R 60°  T.ad
um angulo central de ou 3 .

T
~ — o — " —
Podemos perceber que os angulos na forma ¢ = 60°k ou a =k 3, onde
k €Z, serao precisamente aqueles que determinardo os vértices do hexagono

citado.

Se, em vez de um hexagono, tivermos um octégono com um dos vértices

coincidindo com a Origem do Ciclo, os 8 angulos centrais que determinam as

o _ T
posicoes dos vértices deverdo obedecer a forma & = 45°%k oua =k "%, com kel .

10,-6,-2,2,6,10, -
9,-5-13711,--

O angulo  expresso pela igualdade @ =30°+90° onde kK €Z, como
podemos perceber, estd no Primeiro Quadrante se k =:-—8,-4,0,4,812,
Ele estard no Segundo Quadrante se k =--—7,—-3,1,5,9,13,--_ Ele pertencera ao

Terceiro Quadrante se kK = - —, e, finalmente, ele fara parte do Quarto Quadrante



Dado um ponto P(p1,P2) no Ciclo Trigonométrico, fica determinado em
consequéncia um Unico angulo central & para o qual definimos as fungdes seno e

cosseno do seguinte modo:

SENO do angulo % é a ordenada de P, ou seja:5¢™ & = P1

COSSENO do angulo % ¢ a abscissa de P: €°5®* = P2

Analisando as figuras a seguir, poderemos perceber que se o angulo estiver
no 1° Quadrante, tanto o seu seno como 0 cosseno serao positivos. Porém, se o
angulo estiver no 2° Quadrante, o seno continuara positivo, mas o cosseno sera
negativo. Se no 3° Quadrante, ambos, seno e cosseno serdo negativos, e, por fim,

se o0 angulo pertencer ao 4°, o seno sera negativo e o cosseno, positivo.

1° Quadrante 2° Quadrante




sena >0

cosa >0

sena >0

cosa <0

3° Quadrante

4° Quadrante

sena <0

cosa <0

sena <0

cosa >0

Estas figuras nos permitem, com um pequeno esforgo, perceber que a tabela

a seqguir é verdadeira:




Angulo 0° (0 rad) | 90° (g rad) | 180° (rad) | 57e (37?1 rad) 360° (2w rad
Seno 0 1 0 -1 0
Cosseno 1 0 -1 0 1

Se supusermos que um angulo x esta no 1° Quadrante, entdo o angulo ™ ~

X

estard no 2°, ™+ X pertencera ao 3° , e 2™ — X ou simplesmente ~* estara no 4°

Quadrante.

Por isso, poderemos escrever que :

senx >0 cosx >0 sen(mr—x) >0

sen (m +x) < 0, cos(m + x) < 0 sen (=x) <0 ¢ cos(—x) > 0. Verifiqgue as proximas

figuras:

senx >0

cosx >0

sen(180° —x) >0

cos(180° —x) < 0
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180°+x e I
sen(180°+x) <0 sen(—x) <0
cos(180°+x) <0 cos(—x) >0

Podemos ainda perceber que os varios valores de seno e c0OsSsSeno nos

diversos quadrantes podem se relacionar com valores do 1° Quadrante que ja estéao
tabelados.

Assim, se analisarmos as figuras a seguir, poderemos estabelecer o seguinte:

g X
180°-x y

180° +x

sen (180° —x) =senx [sen(180° + x) = —senx Sen (=) = “senx
COS(180° _ X) — —cosx COS(180 + x) = —COS X

cos(—x) = cosx

EXEMPLOS:




f)

2)

b)

Calcular os valores de seno e cosseno pedidos a seguir:
sen 207° = sen(180° + 27°) = —sen27° = —0,454

cos 284° = cos(360° — 76°) = cos76° = 0,242

cos(—34°) = cos 34° = 0,829

51T T T V3
sen |—)=sen (2n—=)=—sen - = ——
3 3 3 2

5T T T V2
coOS—=cos|m+—-)—cosS—= ——
4 4 4 2

sen 3752° = sen 152° = sen (180° — 28°) = sen 28° = 0,469

Simplificar as expressoes:
E = sen (x + 540°) — 2 cos(1800° — x) + sen (x — 900°)

E = cos(x + 6m) — 3sen (8™ — x) + cos(x — 5m)

FUNGOES SENO E COSSENO DE UM ARCO

Seja * um numero real que representa a medida de um angulo central no

Ciclo Trigonométrico medido a partir da Origem, e que assim determinara um unico

ponto P(P1,p2), conforme a figura.



Com este pressuposto, definimos as fungbes seno e cosseno de um angulo
do seguinte modo, porém utilizando a letra x para a variavel independente que
representa o angulo, e y, ou f(x), para as fungdes. O eixo das abscissas pode ser
chamado de eixo dos cossenos e o0 das ordenadas de eixo dos senos.

Assim temos as fungdes y = sen X e y = cos X que associam a cada valor do
angulo x 0 seu seno ou o0 seu cosseno, respectivamente. As duas fungdes de R em
R, para serem bem entendidas devem ter suas representagdes graficas

desenhadas, e, para tanto, pode ser conveniente montar a tabela a seguir, com os

angulos em graus:

@ |0[30 [45 |60 |90 120135 | 150] 180 ] 210 | 225 | 240 ] 270|300 | 315 | 330 | 360
I O B N R N R Y 1| | B | B 21
ol 2 2 29| 2|2 |% 0| 2 2| 2| -1 > 2| 2| o0
cos| |3 V21 Ll V2] V3 3] 2 L L2 3
2122 |o| 2| 2| 2] -1 2| 2| 2|lo |2 2 | 2
1

Os valores aproximados dos apresentados na tabela sao:



1= 0,500;2 = 0,707; 2 = 0,866,

Se representarmos graficamente os pontos dessa tabela, obteremos as

seguintes representacdes graficas para as funcdes Y =

Senxey = COS Xx.

e mmm e e e e e e e e
0,861~ === == —==----- oo q------T
y '
___________________________________ . -
R T . ; Senoide (y = senx)
e A frmsmmas e T
oo : oo
30 45° 60 2P0 1200 135° 1500 18I 2100 225° 240° 700 300°  315°  330° 360°
Il
|
|
I
|
‘
‘
‘
|
|
|
|
B e e e E e i A B R
Y

Cossenoide (y = cosXx)

120° 135° 150°

-0,707
-0,866

Observando os dois graficos que acabamos de tragar, vemos que ambas as

funcdes variam de -1 até +1, o que significa que as suas Imagens s&o iguais ao

intervalo fechado

Podemos ainda notar que os graficos se repetem,



formando uma curva que sobe e desce indefinidamente. Tais curvas e suas funcoes,
que se repetem deste modo, sdo chamadas Periddicas, e seu Periodo € igual a
diferenca entre duas abscissas mais proximas para as quais as citadas funcodes
possuem o mesmo valor e a mesma inclinagao.

No caso da funcdo ¥ =S¢ * podemos calcular o Periodo como sendo igual &
diferenca P = 360°—0°360° oy ainda P = 2m- 0 = 2m  Vemos também que a

COSX apresenta o mesmo periodo. E possivel perceber ainda que

funcdo Y =
estas funcbes existem para qualquer valor real da variavel x, e isto significa

que o seu Dominio é R, conjunto dos Numeros Reais.

EXEMPLOS:

Representar graficamente as fungdes, e informar Dominio, Imagem e Periodo:

1) f(x) = 2 + 3.cos 2x

a) Tabela:

X 2x cos 2x 3.cos 2x 2 + 3.cos 2x
0° 0° 1 3 5

45° 90° 0 0 2

90° 180° -1 -3 -1

135° 270° 0 0 2

180° 360 1 3 5

270° 540° -1 -3 -1

360° 720° 1 3 5




b)

Grafico:

c)

Se observarmos o grafico veremos que:

Dom (f(x)) = R, Im (f(x)) = [-1,5], Periodo = 180° ou 7 7ad

y = 3-4.sen(3x-m)

a) Tabela:
x 3x 3x — 1 sen(3x - m) |-4.sen(3x-m) |3-4sen(3x-1r)
0 0 -TT 0 0 3
/6 2 -/2 -1 4 7
/4 3m/4 -11/4 -0,760 3,040 6,040
/3 1 0 0 0 3
/2 311/2 /2 1 -4 -1




21m/3 21 1 0 0

b) Grafico:

SR I I —— N—

34

c) Dom (f(x)) = R; Im (f(x)) = [_1'7]; Periodo = 2?71 rad oy 120°

FUNGAO TANGENTE DE UM ARCO




Pela Origem de um Ciclo Trigonométrico, tracemos um eixo vertical orientado
de baixo para cima, que chamaremos de eixo z, e prolonguemos o raio que

determina o arco QP até encontrar este eixo vertical no Ponto T, conforme a figura:

A

v

Ao segmento OT, orientado de O para T, damos o nome de tangente do
angulo , e utilizamos o simbolo: tg @ = OT,

O eixo z é chamado de eixo das tangentes.

Mais uma vez, se observarmos a figura, perceberemos que se = 0 | entdo
tg @ =0 pois os pontos O e T coincidirdo. Porém, se = 90° entdo o raio que
determina este angulo sera vertical e, em consequéncia, ndo cruzara o eixo z,
também vertical. Dizemos entéo que ndo existe tg 90°. Analogamente, ndo existira
tambémtg 270°,

As figuras a seguir nos mostram os sinais da fungdo Y = 9 *nos vérios

quadrantes:



A
S
o -
|
/}

"‘ o > T \
A\
x € 2°Quadrante — tgr < 0

X € 1°Quadrante — tgx > 0

o~ 2
ot /

x € 4°Quadrante — tgr < 0
9

x=0 ou Orad = tgr =0
x=180°0u wrad= igz =0

senx
Vocé ja sabe que a igualdade 19 ¥ = ., ¢é verdadeira quando x é angulo

agudo de um tridngulo retangulo. Vamos agora demonstrar que tal propriedade

também vale no Ciclo Tigonométrico:

Observemos a figura a seguir, onde temos o angulo x no Ciclo Trigonométrico

e os triangulos ACQP ¢ ACOT retangulos respectivamente em Q e em O.



v

Como o angulo x é interno dos dois tridngulos, podemos afirmar que, pelo
caso AA (angulo, angulo) de semelhanga de triangulos, estes dois triangulos séao

semelhantes, e entdo podemos escrever as seguintes propor¢gdes e, em seguida,

senx CosXx
)

usar as definicbes de e 9% no Ciclo Trigonométrico que ja

conhecemos:
co or ¢r 1 tgx CT 1 tgx sen x
—:—:—ﬁ—:—:—ﬁ—:—:)tgx:—
CQ QP CP cosx semx 1 cosx senx oS X

Esta propriedade nos mostra que, para que exista {9 ¥ & necessario que “°5*

ndo seja nulo, ou ainda que x seja diferente dos angulos de 90° e 270°  ou ainda

T 37
—e— rad
2 2 .

Desta forma, justificamos de dois modos, algebricamente e geometricamente,

a ndo existéncia da tangente dos angulos de 90° ¢ 270°,



Se utilizarmos esta relagao e a tabela de valores de seno e cosseno de um
angulo que construimos na pagina 14, poderemos calcular os valores das tangentes
dos angulos notaveis.

Assim, temos:

1
g Sem30°_ 3 1.2 1 V3 3
920 T 0s30° V3 2 V3 3 ¥3 3
2
V3
sen 60° 5~ V3
tg 60° = =——=—"2=+3
g cos60° 1 2 V3
2
V2
. 40_Sen45°_7_\/7 2 "
g ©cos45° 2 2 2
2
V2
. 13So_sen135°_ 2 1
g "~ cos135° 2
2

Como exercicio, deduza os valores das tangentes da tabela a seguir:

Angulo Tangente
0° 0
30° ﬁ
3
45° 1
60° V3
90° A
120° —V3
135° -1
150°




e
3
180° 0
210° V3
3
225° 1
240° V3
270° ]
300° —V3
315° -1
330° V3
3
360° 0

Esta tdabua de valores nos da condi¢gdes de tracar o grafico de funcao

fx)=tgx:



180° 2707

n

Analisando a representagcdo grafica que acabamos de elaborar, podemos
afirmar que o periodo da funcdo tangente é ™ radianos ou 180°, sua Imagem é todo o
conjunto R e seu dominio & o conjunto R do qual retiramos os angulos 90° 270°
450° 630°  etc., além dos valores negativos —90° —270° etc. Estes angulos

podem ser descritos por uma Unica expressdo, que é 90°+ 180%k = oy

%"‘ k-7 onde k ¢ um numero inteiro. Assim, o dominio da fung&o y=tgx é dado

por: Dom(tg x) = R—{x/x =90° + 180°- k} ou R—{x/x =§+k-n}, ondek € Z_
Esta funcdo apresenta em seu grafico infinitos ramos, e ela é sempre

crescente, ao contrario das fungdes seno e cosseno que ora sao crescentes, ora

decrescentes.



ADICAO DE ARCOS

[ J— 1 o \/§ o ~ y . .
Vocé ja sabe que Sen30°=-, sen60°=—-¢ sen90° =1 Entz0 é imediato

o o 1 V3 _1+V3 . o _
perceber que Sen 30° + sen 60° =-+ —=——%* 1 =5en 90° Qy seja, se somarmos

dois arcos 0s seus senos ndo se somam, e, do mesmo modo podemos perceber que
seus cossenos e suas tangentes também nao se somarao.

Para tais calculos precisamos desenvolver algumas formulas préprias:

C0S(a + b) = cosa.cosb- sena.senb

sen(a + b) = sena.cosb + senb.cosa
_tga+tgh

tgla+b) = 1—tga-tgh

DEMONSTRAGOES

Para a demonstracdo da primeira formula, cosseno de uma soma, séo
necessarios conceitos que serao desenvolvidos futuramente em Geometria Analitica,
e, por isso, consideraremos ser ela verdadeira.

Ja a férmula do seno de uma soma pode ser demonstrada com a utilizagao da

anterior:



sen(a + b) = cos(90° — (a + b)) = cos((90° — a) — b)
= cos (90° — a) * cos (—b) — sen (90° — a) - sen(—b)

=sena-cos b —cos a'(—senb) =sena-cos b+ senb-cos a

_ senx COoS X
A formula da tangente utiliza a ja conhecida igualdade t9 ¥ = —;; com

nao nulo;

) __sen(a+b) _ senacosb+senb-cosa

tg(a+b

B cos(a+h) " cosacosb+sen a-senb.

Se dividirmos o numerador e o denominador desta ultima fragdo por
cosa.cosb (njo nulo) , obteremos :

sena-coshtsenbcosa  senacosh senbosa

t (a 1 b) _ " wsawsh __ _ tosecosh cosacosh _ U9 0ttg b
g ~C0Sa-cosb-senasenb ~ cosacosh senasenb — 1-tg a-tgb

0Sa-coSh 0Sa-cosh cosa-cosh

Com o denominador diferente de zero.

Conhecidas tais formulas, podemos deduzir as seguintes:

a)
cos(a — b), que ja foi usada para demonstrar a féormula sen (a + b), pode ser
assim obtida: cos(a — b) = cos(a + (—b)) = cosa - cos(—b) —sena-sen (—b) =

cosa-cosb —sena-(—senb) =cosa-cosb+sena-senb



b)
sen (a — b) = sen (a + (—b)) = sena-cos(—b) + sen (—b) -cosa =sena-

cosb + (—senb)-cosa =sena-cosb—senb-cosa

c)

tga+tg (-b) _ tga+(-tgb) _ tga-tghb
1-tg a'tg (—b) - 1-tg a-(—tg b) - 1+tga'tgb,

tgla—»b) = tg(a + (—b)) =

Supondo o denominador ndo nulo.

APLICACAO

DUPLICAGAO DE UM ARCO

As féormulas de adigdo de dois arcos podem ainda ser uteis na sua

duplicagdo. Vejamos:

a) cos2a = cos(a+a) =cosa-cosa—sena-sena = cos’a — sen’a

Como sen’a + cos’a = 1, a Ultima expressdo ainda pode ser melhorada para:

cos’a =

sen’a = cos?a — (1 - cos?a) = cos’a -1+ cos*a =2+ cos’q — 1 ou ainda:

cos’a— sen’a =1-sen’a—sena=1-2"sen’a

Isto nos mostrou que a férmula de cos 2a pode ter até trés apresentacgdes.

b)



sen2a =sen(a+a) =sena -cosa=2-sena *cosa

c)

tga+tga _ 2tga
1-tgatga 1-tg?a

tg2a=tg(a+a)=

EXEMPLOS:

Obtenha os seguintes valores:

1)
sen 75° = sen (30° + 45°) = sen 30° - cos 45° + sen 45° - cos 30° = i\/—f + g . g
V2, VB _ I
4 4 4
2)

cos 285° = cos 15° = cos(60° — 45°) = cos 60° - cos 45° + sen 60° - sen 45° = %\/75"'

T _ I

2 2 4 4 4
3)

T T\ _ thTL’+tg§ _ 0+y3 _\/§_
t95= (t92n+§) _1+tg2n-tg§_1+o-\73_7_\/§

APLICAGAO



ARCO METADE

Ja sabemos que €0s 2a = 2.cos_1=1-2 sen?a.Se fizermos 2a = X, teremos:

1+
cosx = 2+ cos? (E) —1 = cos (f) =4 ==X
2 2 2 ,eainda:

cosx =1—2-sen” (g) —1=cos (g) - i\/ 1Jrczosx, e ainda:

x x 1—cosx
cosx:1—2-sen2(—)=>sen(—):i —_— e
2 2 2 e, além disso:

Nestas férmulas, o sinal “ 7 sera substituido por “+” ou por “-”, quando for

conhecido o quadrante onde estamos trabalhando.

EXEMPLOS:

Calcular o valor de:

V3
o _ 30°\ 1-cos30° _ [1=  [2—y3 y2-3
2 sen 15 —sen(z)—+/ > —/2 =7 =

ISY AN

)_+ 1—cos(%)_ 1—?_ 2_\/7_,/2_\/5
- \j 2 - 2 4 2

7 = cos(
COS— = COoSs
b) 8



Esta ultima expressao deve ter o seu denominador racionalizado ainda mais

uma vez, e teremos:

tg (31r) V2 .2+ﬁ_2\/§+2_2-(ﬁ+1):1+\/§

8)  2-7 227 4-2 2

EQUAGOES TRIGONOMETRICAS

Dizemos que uma equagao € trigonomeétrica se sua variavel for um angulo do
qual desejamos uma fungéo trigonométrica.

Assim, as equacoes:
2 — 3sen(2x+90°) = % ,ed.tgx = -1

sao trigonométricas, porém a equagdo 2x - 7 cos 45° = 0n3p é.
A resolugao de uma destas equagdes envolve o conhecimento da Imagem e

do Periodo das fungdes que dela fazem parte.

EXEMPLOS:

Resolva as equacgdes em R:

1)senx = 3



Como sabemos, a Imagem da fungao Y = 5S¢ * ¢ [~11] Ou seja, 3 ndo faz

parte dela, entdo esta equacao é tal que sua solugao é impossivel, e teremos: .

2)cosx = cos 17°

De acordo com o estudo que fizemos da funcdo cosseno, podemos dizer
que a solugdo desta equacdo é X = £17° +k -360° nois, tanto 17° como —17° t&m
0 mesmo cosseno, e o periodo desta funcdo, em graus, ¢ 360°.  Portanto,

V ={+17°+360° -k, k € Z}

r

1T

-17°

1
3) Senx—z

o 1 I3 7 ~
Sabemos que Sen30° == norém ha outro angulo que, na 12 volta tem o
mesmo seno, e este angulo ¢ 180° —30° =150° Além disso, ha angulos nas

demais voltas que sdo também solugdo da equacao.



L 4

Podemos representar todas estas solugbes da seguinte maneira:
x =30°+k-360° ¢ ¥ = 150° + k - 360° com , pois, como vocé ja sabe, o Periodo
da fungdo seno & 360°,

Entdo, o Conjunto Verdade da equacéo sera:

V ={30°+4360°-k,150° 4+ 360°- k, k € Z}

Esta resposta ainda pode ser escrita do seguinte modo:

V ={90° + 60° + 360° - k, k € Z}.

4) 2.sen (x—%) =43



™\ _ V3
Esta equagdo nos permite escrever que: S€7 (x - ‘) =5

m_m,m 3m | ®
Portanto, X ~3 = 3T T2k T comk €Z = x =—+—+2km com* €2,

3T

T
Logo,V = {T P + 2km,comk € Z}

5) 3tg (Zx + %) =3

1%

T
De imediato, temos: !9 (2x+z): 3. Logo, podemos escrever

T T T
imediatamente: 2X 5 =tk com ke Z, e, assim, 2X=—7+tKT  Assim,
— T kr Z . _ T km
poderemos afirmar que * = 73 T3 k€ . e concluir queV = {_ﬁ + 7,k € Z}_

6) senx —+/3-cosx = 0, com x € [-2m, 2m],

cos x
Da equacgdo, temos: S€nX = —‘/_ com

nao nulo.

Entdo, t9%=V3, Logo, X==+k Tk E€Z Porgm, a solucio estd restiita ao

_ 4 5t w 7w
intervalo dado, portanto o conjunto solugao da equacgao sera: V= {_‘ - g'?}.

6’ 6’

7) sen2x - senx = 0

Se aplicarmos a formula do seno do arco duplo, a equacao passara a ser a

seguinte:



2-senx-cosx —senx =0=senx-(2-cosx—1)=0=
senx=0=x=k-m,k€Z

T
2-cosx—1=0=>cosx=+§+2kn,kEZ

Logo, V = {km £ + 2km,k € 7}

Esta mesma equacgao poderia também ser resolvida do seguinte modo:
2x + x + 2km
2x =m—x+2kn=—x+QRk+1)'m
x=2k-m,comk€Z
s
- 3x =2k + 1) m=>x =2k +1) zcomk € Z

Sean—senx:0=>sen2x:senx=>{

Entdo, temos: V = {Zk m, (2k + 1) 'g,k € Z}

OBSERVACAOQO: Esperavamos que as duas resolugbes chegassem as
mesmas raizes. Porém, se observarmos melhor, veremos que, se variarmos oS

valores de K, elas realmente coincidem.
8) sen’x —cosx = 1

Se nos lembrarmos que sen’x + 1 — cos®x, a equacao inicial se transforma em: 1 —

2

cos?x —cosx =1 = cos’x +cosx =0 = cosx(cosx+1)=0=

T
cosx =0=>x=—+k-m,keZ
= 2

cosx+1=0=cosx=—-1=>x=n+kn=>x=n-(1+k),k€eEZ

1
Assim, o conjunto solugdo da equacgao sera: S= {” ' (5 + k)'” ‘(A +k) ke Z}



Monomios

Identificando as Partes de um Monémio

No mondmio -3xy? o numero -3 representa o seu coeficiente numérico e a
sua parte literal € representada por xy?2.

Por convencédo omitimos o coeficiente numérico quando ele é igual a 1,
escrevemos X em vez de escrevermos 1x, por exemplo, ou entao -x no lugar de -1x.

Temos um monémio nulo quando o coeficiente numérico € igual a 0, assim o
termo algébrico 0x? € igual a 0. Acima utilizamos o numero 2 como um exemplo de

mondmio. De fato todo numero real € um mondmio, s6 que sem a parte literal.

Grau de um Mondémio:

O grau de um monodémio ¢é obtido através da soma dos expoentes de todas
as variaveis.

O Coeficiente numérico deve ser diferente de zero, caso contrario o monémio
sera nulo.

7xy? € um mondmio de grau 3, ja que o expoente de x subentende-se que
sejaiguala1eodey éigual a 2.

O mondmio -5x* é de grau 4, pois s6 possui a variavel x com expoente igual

a4.18%¢é de grau 0, pois € um mondémio sem a parte literal.

Adicao de Monomios:

Se vocé tiver 3 bananas e 2 magas, ao ganhar mais 2 bananas e 2 magas,



vocé ficara com 5 bananas e 4 macas. Note que somamos bananas com bananas e
macas com magas. O mesmo raciocinio € aplicado a soma algébrica de monémios

em relacdo aos termos semelhantes.

Observe a seguinte expressdo formada pela soma algébrica de trés

monomios semelhantes:

riy + Brly 4 Triy

Como os trés termos algébricos sdo semelhantes podemos reduzi-los a um

unico mondmio somando os coeficientes numéricos e mantendo a parte literal:

Jrly + 5rly 4+ Trly = (3 4+ 5 + Tlrly = 15rly

Veja outros exemplos:

Subtracdo de Mondmios

Em sendo a subtragao a operacao inversa da adigao, o que explicamos
acima para a soma, vale também de forma analoga para a diferenca de mondémios.
Vejamos alguns exemplos:

y Tty — dry = (T — 3)zy = 4ry

y 20ab — 3ab — Bab = (20 — 3 — 8)ab = Dab

y Tr2 — 312 — 47l (T — 3 — 4)r? = 012 = 0
,‘}a—Sa:[‘}—S)a:la:a

Multiplicagdo de Mondmios



A multiplicagao de mondmios é realizada simplesmente se multiplicando os
coeficientes numéricos entre si, assim como a parte literal.

Veja o seguinte exemplo:

Sabemos que na multiplicagao de poténcias de mesma base mantemos a
base e somamos os expoentes. Se vocé observar, vera que além da multiplicacao

dos coeficientes numéricos, foi exatamente isto o que fizemos no produto acima.

A variavel a tem expoente 1 no primeiro termo algébrico e ndo ocorre no
segundo termo. Portanto mantém-se com o expoente igual a 1.

A incognita b tem os expoentes 2 e 1 no primeiro e segundo termo
respectivamente, totalizando 3 no expoente.

Ja a variavel ¢ tem os expoentes 1 e 3, que somados totalizam um expoente
igual a 4.

Entdo como regra geral para multiplicarmos mondmios € multiplicarmos os

coeficientes e para cada variavel somarmos os seus expoentes.

Vejamos outros exemplos:



y drdydzd L Brylzd = (4 . 5) (oY) [y (2443) = 2053457
laded L 208 = (1. —)(edHh)(pRH) = —ald
7. 2r2 = (T .3)r2 = 14r2
]
y Tyzw - yizr . rdzd = [£1+3]|:y1+2:|[w](31+1+4] = rdydwzb

Divisdo de Monémios

Agora vamos tratar a operagdo inversa da multiplicacédo, a divisao de
mondmios.

Os procedimentos serao semelhantes ao do caso anterior, iremos dividir os
coeficientes numéricos e subtrair os expoentes das incognitas da parte literal.

Observe este exemplo:
1527yt + Bedy? = (16 + B)(sT-H)(yt) = Sty

O exemplo é autoexplicativo, mas para que nao fique qualquer duvida, vamos
comenta-lo.

O coeficiente numérico foi obtido pela divisdo dos dois coeficientes originais.

A variavel x possui respectivamente os expoentes 7 e 3, entdo subtraindo o
segundo do primeiro obtemos o expoente 4.

Por fim a incognita y que tem expoente 4 no primeiro monémio e 2 no
segundo, fica com o expoente 2, resultante de4 - 2.

Veja mais estes outros exemplos:



bl + Eah =

(25
ry ~ E;r:t,r = g 1) = 7r040 =
(5 =

fabbcddd ~ 8bcld (ﬁa 1y(c4-2)(d5-3) 520242
1

Erly ~ 15ry = - yp1-1) = 52190 = 5z

12z2y = 3zyd = (12 = 32N (y1-3) = 4rly—? = 4ry—?

1)({:2 1) = 5q081 = 5B
ety

,._.|| -1

Repare que no ultimo exemplo a variavel y terminou com um expoente
negativo. Conforme estudado no tépico sobre potenciagao, podemos escrever esta

expressao na forma de uma fragao:

‘}Iy_g =

=y

Exponenciagdo de Monémios

Ja vimos que a poténcia do produto de dois ou mais fatores é igual ao
produto de cada um destes fatores elevados ao referido expoente, na
potenciacao de mondmios aplicamos o mesmo principio. Vejamos este exemplo:

(~5a2p4 = (R (r4P = —125(e2)(y4?) = 12505412

Note que transformamos a poténcia de produtos, nos produtos de poténcias.
Assim elevamos o coeficiente numérico e cada uma das poténcias das variaveis ao
expoente 3. -5° resulta em -125.

(x?)* como sabemos € igual a x*-* que é igual a x°.

Assim como (y*)® sabemos que ¢é igual a y*-* que é igual a y*. E para terminar

este topico vamos a mais alguns exemplos:



(£2§) = 243710
(-5eiyd)? = (=5P(e2(yd)® = —125(22)(y4) = 125yl
|: Yt = 81(rd4)(s24)(t4) = B1rl2s8td
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Polinbmios
Anteriormente falamos sobre termos algébricos explicamos o que séao
mondmios semelhantes e em seguida tratamos a sua soma e subtragao.

A adig¢ao ou subtracao algébrica de mondmios € denominada polindémio.

Vejamos alguns exemplos de polindmios:

Tab?

3roy 4 2ryd

G4riydzd — Brydzd

4a + GBrizdag — GBriz

—8abcdd5 4 2pc2d® — 2ac2d + B2d5

No primeiro exemplo temos um polindmio de apenas um mondmio. Os demais
possuem varios monémios, estes monémios sao denominados termos do polinébmio.

O segundo exemplo é um polindbmio de dois termos: 3x%y e 2xy?.
Multiplicagao de Polinémios
Temos tanto o caso da multiplicagdo de um mondémio por um polinémio,

quanto o caso da multiplicagdo de um polinémio por um polinémio.

Multiplicacdo de um Polinbmio por um Mondmio



No primeiro caso a multiplicacdo é realizada multiplicando-se o0 monémio
por cada um dos termos do polinémio.

Vejamos a multiplicagao abaixo:

Try? . (202 4+ g) = (Try? . 2r2) + (Try? . y) = 14rdyd 4 Tryd

Repare que multiplicamos 7xy? por ambos os termos do polinémio, aplicamos
a propriedade distributiva da multiplicacao.

Caso vocé ainda tenha duvidas sobre como realizar a multiplicagao de
mondémios, faga uma revisdo antes de prosseguir neste tema.

Veja mais alguns exemplos:

20 (Th 4+ 3¢) = (20 - 7] 4 (20 + 3¢) = 14ab 4 Bac
(6 + 58) - 3¢ = (6o - 3¢) + (5B - 3¢] = 13ac + 1bbe
(42 — 2y) - =3z = (4r . =31r) — (2y - -3r) = 120! 4 By

Multiplicagao de um Polinédmio por um Polindmio

No caso da multiplicacdo de polinbmio por polinbmio efetuamos a
multiplicacdo de cada um dos termos do primeiro polinémio, por cada um dos termos
do segundo polinbmio e depois realizamos a redug&o do polinémio resultante.

Vamos analisar a multiplicagao abaixo a qual separamos em trés linhas para

podermos observa-la mais facilmente:

Na primeira linha temos os dois polindmios a serem multiplicados.
Os dois primeiros produtos na segunda linha foram obtidos da multiplicagao
de 3a’b por cada um dos dois termos do segundo polinbmio, 2a e 7a%b?.

Os dois ultimos produtos na segunda linha foram obtidos multiplicando-se



agora o segundo termo do primeiro polindbmio, também por cada um dos dois termos
do segundo.

A terceira linha que é o resultado final, ja que ndo ha termos semelhantes a
reduzir, € o resultado apds a multiplicacdo dos mondmios entre parénteses na linha

anterior. Analise estes outros exemplos para uma melhor assimilagao:

(3028 — Bab?)(2a 4+ Talt?) =
(3a% - 2a) + (3a% - Ta¥?) — (Bab? . 2a) — (Bab? . Talpd) =

Badh + 21a%p? — 10a2p2 — 35030

Para multiplicar mais de dois polinbmios, comece multiplicando os dois
primeiros, depois multiplique o polinbmio obtido pelo terceiro e assim por diante até
multiplicar por todos.

Para a multiplicar (a+b) (a — b) (2a+b) , por exemplo, primeiro multiplique

(a+b) (a — b), que como vimos acima é igual a (, entdo multiplique por (2a+b)

Divisdo de Polinbmios
Como no caso da multiplicagao, temos tanto a divisdo de um polindbmio por
um mondmio, quanto a divisdo de um polindmio por um polindmio. Vamos tratar

cada um dos casos individualmente.

Divisao de um Polindmio por um Monémio

Este € o caso mais simples, pois podemos fazé-lo dividindo cada um dos



mondmios que formam o polinémio, pelo mondmio em questao.

Vamos analisar a divisdo do polindmio abaixo:

(14392 + Toyd) = Toyd = (140392 = Toyld) + (Toyd = Toyd) = 228 4+

Note que desmembramos o polinbmio em duas partes, dividindo tanto 14x3y?

por 7xy?, quanto 7xy?.

Em caso de duvida consulte a divisao de mondémios, que foi explicada em
detalhes na pagina sobre este tema.

Observe mais estes exemplos:

(14ab 4 Bac) + 20 = (14ab + 20) 4 (Boc = 20) = Th 4 3¢

(18ac + 18B¢) = 3¢ = (18ac + 3¢) + (156c + 3¢) = 6a + Bb

(—1252 + Bzy) + =3¢ = (=122 = -31) 4 (Boy + -31) = 4r — Uy
(41 — ) - =3z = (4r . =31) - (Iy - =3r) = -12r% 4 61y

Divisao de um Polindmio por um Polinémio

Para realizarmos a divisdo de polinbmios € preciso que eles estejam
reduzidos e ordenados.

O conceito da redugao de termos semelhantes foi visto acima, quanto a
ordenacéo de polinbmios, dizemos que um polindmio esta ordenado em relagéo a
determinada variavel, quando o grau de todos os mondémios que os compde, em
relacado a esta variavel, estdo ordenados de forma crescente ou decrescente.

O polinbmio -5x* + 6x°® - 7x3, ndo esta ordenado em relagao a variavel x, ja o

polinbmio 6x° - 5x* - 7x*® esta ordenado de forma decrescente em relacdo a esta



variavel. Observe que os expoentes desta incognita decrescem de 5 a 3.

Para explicar o procedimento da divisdo de polinbmios pelo método das
chaves, vamos dividir 8a? - 2ab 15b? por2a - 3b.

A primeira coisa a verificar é se o grau do dividendo € maior ou igual ao grau
do divisor. Se for menor o quociente sera zero e o resto sera o préprio dividendo.

Repare que ambos os polindbmios estdo ordenados de forma decrescente em
relagcéo a incégnita a:

f0d — 2ab — 1582 | 20 — 38

A divisdo de polindbmios € muito semelhante a divisao de nimeros naturais.

Vamos comecar dividindo o mondmio 8apelo monémio 2a e colocar o quociente 4a

abaixo da chave:

a2 — 2ab — 158% | 2a — 3b
4a

Agora vamos multiplicar por -4a, o valor oposto do quociente, cada um dos

mondmios do divisor 2a - 3b e colocar o resultado embaixo do dividendo:

8a2 — 2ab — 15B% | 2a — 3B
—Ra2 4 13ab &y

Executamos entdo a soma dos monémios:



8a2 — 2ab — 15B% | 2a — 3B
—8a? 4+ 12ab G
0 4 10ab

Continuamos a divisao baixando o terceiro monémio do dividendo:

8o — Zab — 152 | 2a — 3B
—8a? + 12ab 4
0 4 10ab — 1EA2

Agora dividimos 10ab por 2a, que vai dar 5b e também o colocamos abaixo

da chave:

8o — Zab — 152 | 2a — 3B
—8a? + 12ab 4g + &b
0 4 10ab — 1EA2

Multiplicamos por -5b, o valor oposto de 5b, cada um dos monémios do

divisor 2a - 3b e colocamos o resultado embaixo do primeiro resto parcial:

8o — Zab — 152 | 2a — 3B
—8a? + 12ab 4g + &b

0 4+ 10ab — 15#2
—10ab + 1552

Por fim executamos a soma que resultara em zero, indicando uma divisao

exata:



8a? — 2ab — 158% |_2a — 3B

—2a2 4 13ab 4g + KB
0 4+ 10ab — 1882
—10ab + 1582

0

Como pudemos ver o procedimento da divisdo de polinbmios e bastante
simples e semelhante a divisdo de numeros naturais.

Para fechar o tema vamos a um outro exemplo, s6 que desta vez veremos
uma divisdo com um resto diferente de zero.

Vamos dividir 2x* - 7x® + 3x? por x - 2:

2rd — 712 4 312 | — 2

Dividimos o0 monémio 2x* pelo mondmio X, que resulta em 2x* e o colocamos

abaixo da chave:

2rd — 712 4 312 | — 2
2z3

Agora vamos multiplicar por -2x3, o valor oposto do quociente, cada um dos

mondmios do divisor x - 2 e colocar o resultado embaixo do dividendo:

274 — Trd 4 312 |z — 2
—2r4 4 4713 2r3

Executamos a soma dos mondmios:



gt — Trd 4 3t | — 2
—2z4 4 4713 2z3
0 — 3rd

Continuamos a divisao baixando o ultimo monoémio do dividendo:

274 — Trd 4 312 | — 2
—2r4 4 4713 2rd
0 — 3rd 4 3zt

Dividimos entao -3x® por x, que vai dar -3x> e o colocamos também

abaixo da chave:

2r4 — 7rd 4 312 |1 — 2
—2r% 4 4rd 2r3 — 3ri
0 — 3rd 4 3r?

Entdo multiplicamos por 3x?, que € o valor oposto de -3x?, cada um dos

mondémios do divisor x - 2 e colocamos o resultado embaixo do primeiro resto

parcial:

274 — Trd 4 35 | — 2

—2rt 4 4rd 2r3 — 3r?
0 — 3r? 4 3r?
r2 — 62

Como anteriormente, efetuamos a soma dos monémios:

2r4 — Trd 4 35 | r — 2

—2r% 4 4rd 2r3 — 3ri
0 — 3rd 4 3r¢
3rd — Gri

0 — 3r?



Note que o resto -3x? € um polinémio de grau 2, que n&o é de grau inferior ao

grau do divisor, que € um polindbmio de grau 1, entdo devemos continuar a diviséo.

Dividimos -3x? por x e colocamos o resultado -3x abaixo da chave:

rd — Trd 4 312 |z — 2

—2z% 4 413 2r3 — 3r?2 — 3r
0 — 3rd 4 312
3r3 — Gri
0 — 3zt

Multiplicamos por 3x, que € o simétrico de -3x, cada um dos mondmios do

divisor x - 2 e botamos o resultado embaixo do segundo resto parcial:

rd — Trd 4 312 |z — 2

—2z% 4 413 2r3 — 3r?2 — 3r
0 — 3rd 4 312
3r3 — Gri
0 — 3r?
r? — 6z
0 — Br

Somamos entdo os mondmios:

2rt — Trd 4 312 |z — 2

—2z4 4 4713 2r3 — 3r? — ar
0 — 3rd 4 31t
3rd — 6zl
0 — 3zi
_ 3z — 61

0 — Br



Como tanto -6x, quanto x - 2 sdo de grau 1, devemos continuar a divisao:
Dividimos entdo -6x por x, que vai dar -6 e também o inserimos abaixo da

chave:

2r4 — Trd 4 322 |z — 2

—3rd 4 4r3 2rd — 8r2 — S8r — B
0 — 3rd 4 3r2
3r2 — Ert
0 — 3zd
3% — BT
1] — EBr

Multiplicamos por 6, que é o simétrico de -6, novamente cada um dos

mondmios do divisor x - 2 e botamos o resultado embaixo do terceiro resto parcial:

2r4 — Trd 4 312 | — 2

—2z% + 413 202 — 3¢2 — 3¢ — 6
0 — 3rd 4 3r2
M
0 — 3ré
31l — 61
0 — Br
6r — 12

Somamos mais uma vez os mondmios:

2r4 — Trd 4 312 | — 2

—2zr% 4 4713 23 — 3r? — 3r — §
0 — 3rd 4 3r2
3r3 — Gri
0 — 3g2
3r? — 6
1] — Br
Gr — 12

o — 12



Agora o grau do resto -12 ¢ igual a 0 e, portanto, inferior ao grau do divisor
que é 1, entdo terminamos a divisao por aqui.

Se vocé realizar a multiplicagao do quociente 2x* - 3x? - 3x - 6 por x - 2 ira
obter 2x* - 7x® + 3x?> + 12 que somado a-12 resultara em 2x* - 7x® + 3x?, exatamente
o dividendo original.

Para verificar se vocé compreendeu bem o conteudo explicado, é desejavel
que vocé realize a multiplicagdo e a soma acima, para ver se consegue chegar ao
mesmo resultado final. Também seria muito bom se vocé tentasse resolver
novamente todos os exemplos resolvidos neste encontro forte abraco Monster

Guerreiro e até mais.

IGUALDADE DE POLINOMIOS

A matematica é repleta de comparacgdes feitas por meio do sinal de igualdade
que denotam se dois objetos matematicos sdo ou n&o iguais.

Sendo assim, no estudo dos polinbmios, temos uma condigdo para que dois
polinbmios sejam iguais. Para que isso ocorra, temos que obter valores numéricos
iguais para qualquer valor de a.

Ou seja,
plx) = qlx) = pla) = q(a) (para qualquer valor de a)
Desta igualdade podemos obter uma informagéo:

p(x) — q(x) = 0 (Caso sejam polindémios semelhantes)

Com isso, podemos afirmar que dois polinbmios serdo iguais se, e somente



se, tiverem coeficientes respectivamente iguais, ou seja, se os coeficientes dos
termos de mesmo grau forem todos iguais.
Com esta informacdo, podemos afirmar também que para dois polinbmios

serem iguais, devem ser polinbmios de mesmo grau.

Exemplo:

Determine os valores de a, b, ¢, d de modo que os polinbmios sejam iguais.

p(X) = ax®+bx?+cx+d e q(X)=x3+2x2+4x-2.

Temos que: ax3+bx2+cx+d = x3+2x%+4x-2

Com isso, podemos afirmar que:

a=1; b=2; c=4; d=-2

Pois, para que os polinbmios sejam iguais, devem ser de mesmo grau e

devem ter os coeficientes iguais. Como podemos ver, ambos sdo de terceiro grau:

bastou igualarmos os coeficientes referentes a cada grau.

POTENCIAS DE DEZ, NOTAGAO CIENTIFICA E ORDENS DE GRANDEZA

Na natureza, algumas grandezas sao muito maiores que a unidade empregada. Por

exemplo, o didmetro da terra é de aproximadamente 10.000.000 metros. Por outro



lado, outras grandezas sao muito menores que a unidade, como por exemplo o raio
de uma bactéria comum, que é de aproximadamente 0,000001 metros. Nestes
casos, escrever algarismos com muitos algarismos zero é inconveniente, podendo
inclusive levar a erros. Emprega-se entao a notagdo com poténcias de dez, também
conhecida como notagao cientifica. A vantagem do uso desta notagao € substituir o
numero de zeros da grandeza por 10 elevado ao um expoente igual ao numero de
zeros. Por exemplo:

. Diametro da terra: 10.000.000 m=10"m
. Diametro da bactéria: 0,000001 m =10%m

No primeiro exemplo, 0 expoente 7 € igual a0 numero de zeros que aparece no
namero que define o valor do didmetro da terra. No segundo exemplo o expoente 6
também é o numero de zeros que define o valor da grandeza “diametro da bactéria”,

porém o expoente € negativo, o que significa que € menor que a unidade. Outros

exemplos:

10'=10

10%=100

10°=1000
10-1 =0,1
10-2 =0,01
10-3 =0,001

3x10'=3x10=30

1,2x10*=1,2 x 10.000 = 12.000



2x10"'=2x0,1=0,2

4,53 x 102=4,53 x 0,01 = 0,0453

Observacdo: O numero que multiplica a poténcia de dez deve estar
preferencialmente entre 1 e 10.

Exemplo:

34 x 10° (evitar!!!)

34 x 10° = 3,4 x 10* (preferivel)

No exemplo acima, o expoente de dez passou de 3 para 4 (aumentou em 1) porque
na transformacgéo de 34,0 para 3,4 a virgula se deslocou uma casa para a esquerda.
Outro exemplo:

302,61 x 10° (evitar!!!)

302,61 x 10° = 3,0261 x 10* (preferivel)

No exemplo acima, a virgula de deslocou duas casas para a esquerda e o
expoente de dez aumentou em 2.

Por outro lado, quando a virgula se desloca para a direita, o expoente de dez
diminui na mesma quantidade de casas decimais deslocadas.

Exemplos:

0,489 x 10* (evitar) = 4,89 x 10° (preferivel)

0,489 x 1073 (evitar) = 4,89 x 10 (preferivel)

Operagdes com poténcias de dez



Multiplicagcao

Para multiplicar numeros em notagao cientifica (poténcia de dez), basta somar os
expoentes de dez e multiplicar os numeros que aparecem na frente das poténcias
normalmente. Exemplos:

(3x10?) x (4 x10%) = (3x4)x(10*%)=12x10°=1,2 x 10*

(3,2x10%) x (2x10%) = (3,2 x 2) x (10**) = 6,4 x 10°

(2x10°) x (4 x10°) = (2 x4) x (10°*) =8 x 102

Divisdo

Para dividir numeros em notagao cientifica (poténcia de dez), basta diminuir os
expoentes e dividir os numeros que aparecem na frente das poténcias
normalmente. Exemplos:

(3x10?)+(4x10°)=(3+4)x(10*)=0,75x10"=7,5

(3,2x10%) + (2x10% =(3,2+2)x (10**) = 1,6 x 10"

(2x 10%) + (4 x 10°) = (2 + 4) x (10°%) = 0,5 x 10° = 5 x 10°

Soma e Subtragao

Para somar ou subtrair numeros com notagédo cientifica (poténcia de dez), os
expoentes devem ser iguais. Portanto, o primeiro passo é transformar os dois
numeros para poténcias de dez com o mesmo expoente. Assim, os numeros podem
ser somados ou subtraidos normalmente.

Exemplos:



102+ 10°=1x102+1x10°*=10x 10°*+1x10°=11x10°=1,1 x 102
2,37 x10*-1,1x10*=23,7x10°-1,1 x 10*=22,6 x 10°* = 2,26 x 10*

2+3x10°=2+0,000003 =2,000003

ORDENS DE GRANDEZA

A ordem de grandeza de uma grandeza fisica € a poténcia de dez que mais se
aproxima do valor da grandeza. Por exemplo, foi dito anteriormente que o didmetro
aproximado da terra € de 10" metros. Na verdade, um valor mais real para o
diametro da terra € de 1,3 x 10" metros. Neste caso, diz se que a ordem de grandeza
do diametro da terra € de 10" metros. Outros exemplos:

. Altura média de uma pessoa adulta: 1,70 metros = 1,7 x 10° (ordem

de grandeza de 10° metros).

. Altura média de um edificio de 10 andares: 30 metros = 3 x 10°

(ordem de grandeza de 10" metros).

. Velocidade média de um avido comercial de grande porte: 1000 km/h

(quildmetros por hora) = 1 x 10° km/h (ordem de grandeza 10° km/h).

. Velocidade média de um automovel de passeio em rodovias de pista

dupla: 110 km/h= 1,1 x 10?2 km/h (ordem de grandeza 10? km/h).

. Velocidade da luz no vacuo 300.000.000 m/s (metros por segundo) =

3 x 108 m/s (ordem de grandeza 108 m/s).

. Poténcia média do motor de um automoével de 1.000 cilindradas: 60

CV (cavalosvapor) = 6 x 10" (ordem de grandeza de 10" CV).



. Poténcia aproximada do motor de um carro de Formula-1: 1000 cv =

10° cv (ordem de grandeza de 10° cv).

. Distancia equivalente a 1 ano-luz: 9,46 x 10" metros (ordem de

grandeza de 10" metros)

. Raio de um atomo de hidrogénio: 5 x 10" metros (ordem de grandeza

de 10" metros)

SISTEMA INTERNACIONAL DE UNIDADES (SI)

Conforme ja mencionado, toda grandeza fisica pode ser medida e para se fazer
uma medi¢ao é necessario que se estabeleca uma unidade. Por exemplo, a unidade
de comprimento oficial no Brasil € o metro, cujo simbolo é “m”. Existem outras
unidades de medida de comprimento, como a polegada, a milha, a jarda, etc. que
sdo utilizadas principalmente nos E. U. A. Devido a grande influéncia econémica dos
E.U.A. sobre os demais paises, a polegada acaba sendo também utilizada em
paises como o Brasil. No entanto, o sistema de unidades oficial do Brasil e da
grande maioria dos demais paises do mundo é o Sistema Internacional de Unidades
— Sl. A tabela mostra as sete unidades fundamentais do Sl, além da grandeza e o
simbolo correspondentes. Observe a maneira correta de escrever o nome da
unidade e o simbolo. Por exemplo, o simbolo correto de metro € “m” e ndo “M”,
“‘mts”, etc. como comumente encontramos no cotidiano.

Tabela — Unidades fundamentais do Sl



Grandeza Unidade Simbolo

Comprimento metro m

Massa quilograma kg

Tempo segundo s

Corrente elétrica ampére A
Temperatura termodinamica  kelvin K
Quantidade de matéria mol mol
Intensidade luminosa candela cd

A partir destas sete unidades fundamentais, varias outras unidades podem ser
derivadas. A tabela apresenta as unidades derivadas mais comuns e que serao
utilizadas no curso e na vida profissional técnica. A ultima coluna mostra como a
grandeza é definida a partir das grandezas fundamentais. Como pode-se perceber
na coluna “Forma analitica”, todas as unidades derivadas podem ser escritas a partir
das unidades fundamentais. Novamente, observe nesta tabela a grafia correta de

cada unidade e seus respectivos simbolos.

Tabela — Unidades derivadas do Si



Grandeza
Area superficial
Volume sélido
Velocidade
Aceleracdo
Vazao

Angulo plano
Frequéncia
Forca
Pressdo
Energia
Poténcia
Carga elétrica
Tensdo elétrica
Resisténcia elétrica
Capacitancia
Temperatura em Celsius

Unidade

metro quadrado
metro cubico
metro por segundo
metro por segundo quadrado
metro cubico por segundo
Densidade volumétrica quilograma por metro cubico kg/ m’

radiano
hertz
newton
pascal
joule
watt
coulomb
volt
ohm
farad
grau Celsius

m

m3

m/s
m/s?
m’/s

rad

] T [ N M R N o S NS

m2

m3
m/s
m/s?
m*/s
kg/ m>
1
1/s
kg-m/s?
kg/(m-s?)
kg-m?/s?
kg-m?/s®
A-s
kg-m?/(s*-A)
kg-m?/(s*-A?)
A?-s*-8%/(kg-m?)

Simbolo Forma analitica Definigao

WIA
VIA
A-slV
K-273,2

Multiplos e submultiplos do Sl

Alternativamente a notagao cientifica, quando a grandeza fisica € muito maior ou
muito menor que a unidade, € comum utilizar-se os multiplos e submultiplos das
unidades. A Tabela apresenta a correspondéncia entre a notacédo cientifica e os
multiplos e submultiplos do Sl. Cada multiplo/submultiplo do SI tem um simbolo
correspondente, que deve ser escrito na frente do simbolo da unidade. Por exemplo,
o simbolo k (quilo) corresponde a 10°. Assim, dizer que uma certa distancia é de 120

km, corresponde a dizer que esta distancia é igual 120 x 10° m, ou 1,2 x 10° m.

Tabela — Multiplos e submultiplos das unidades do Sl




10" Prefixo Simbolo Escala curta Equivalente decimal
10** yotta Y Septilhdo 1 000 000 000 000 000 000 000 000
102! zetta Z Sextilhdo 1 000 000 000 000 000 000 000
10" exa E Quintilh&o 1 000 000 000 000 000 000
10" peta P Quadrilho 1 000 000 000 000 000

10" tera T Trilhdo 1 000 000 000 000

10° giga G Bilhdo 1 000 000 000

10° mega M Milhdo 1 000 000

10® quilo Kk Milhar 1000

10> hecto h Centena 100

10" deca da Dezena 10

10° nenhum nenhum Unidade 1

107" deci d Décimo 0,1

1072 centi ¢ Centésimo 0,01

1073 mili m Milésimo 0,001

107° micro  p (%) Milionésimo 0,000 001

10 nano n Bilionésimo 0,000 000 001

102 pico p Trilionésimo 0,000 000 000 001

107" femto  f Quadrilionésimo 0,000 000 000 000 001

107" atto a Quintilionésimo 0,000 000 000 000 000 001
102" zepto  z Sextilionésimo 0,000 000 000 000 000 000 001
10 yocto  y Septilionésimo 0,000 000 000 000 000 000 000 001

* Pode ser escrito como 'u' se o "Y' ndo estiver disponivel, como em "10uF'

TRANSFORMAGAO DE UNIDADES

Conforme ja mencionado, o sistema de unidades oficial do Brasil € o Sl.
Infelizmente, é bastante comum a utilizagao de outros sistemas de unidades, como o
Inglés, onde a unidade de comprimento € a polegada. Outras unidades bastante
utilizadas na pratica sdo o quilograma-forga (simbolo kgf) para forga, o cavalo vapor
(simbolo CV) e “horse-power” (simbolo HP) para poténcia, a atmosfera (simbolo
atm) e o bar (simbolo bar) para pressado, entre muitos outros. Muitas vezes, é
necessario transformar estas unidades para as do Sl. Isto pode ser feito de diversas
maneiras, como:

. Substituicado de multiplos/submultiplos



. Tabelas,

. Regra de trés simples

Substituicao de multiplos/submuiltiplos

O método da substituicdo de multiplos e submultiplos sé pode ser usado para
unidades do Sl. Para transformar multiplos e submultiplos de unidades basta
escrever em notagdo em poténcia de dez e rearranjar para o multiplo ou submultiplo

desejado. Exemplos:

. Poténcia de um motor elétrico: 8 kW =8 x 10° W.

. Diametro de uma broca especifica: 10 mm =10 x 10° m = 102 m =1
cm.

. Comprimento de um campo de futebol em km:

100 m =100 x (10°*x 10° m) = 10°x 10°* km = 10" km = 0,1 km.

. Area de um campo de futebol em km?:

700 m2 =700 x (10°km)?=7 x 10°x 10° km? = 7 x 10* km?.

Método da tabela
O método da tabela é usado para transformar unidades de sistemas diferentes. A
Tabela apresenta na coluna do meio os fatores que devem ser multiplicados a

unidade da primeira coluna para se obter a unidade da ultima coluna. Por exemplo



para se transformar polegada (primeira coluna) para metro (ultima coluna), deve-se

multiplicar por 0,0254 (1 pol x 0,00254 = 0,0254 m = 2,54 cm = 25,4 mm). Outros

exemplos:

. 5ftempol: 5x12“=60"

. Tmiemkm: 1x1.609 m=1.609 m

. 20 psi em kPa: 20 x 6.899 Pa = 137.980 Pa

1,6 km

138 kPa

. 7.000 BTU/h em kW: 7.000 x 0,293 =2.051 W 2 kW

Tabela — Correspondéncia entre unidades do Sl e outras unidades.

polegada (pol, inch, *)
pé (ft)

milha terrestre (mi)
milha nautica (n.mi)
litro (1)

galdo dos E.U.A

galao da Inglaterra
quilograma-forga (kgf)
libra-massa (lb)
tonelada (t)

libra-forga (Ibf)
atmosfera (atm)
libra-for¢a por polegada

quadrada (psi, Ibf/pol?)

0,0254

12

1.609

1.853

10-3

3,785

4,54

aceleragéo da gravidade (9,81)
0,454

1.000

0,454 x gravidade (9,81) = 4,45
101.325

6.899

metro (m)
polegada (pol, “)
metro (m)

metro (m)

metro cubico (m?)
litro (1)

litro (1)

newton (N)
quilograma (kg)
quilograma (kg)
newton (N)
pascal (Pa)

pascal (Pa)



quilograma-forca por gravidade (9,81) x 10*

centimetro quadrado
(kgflcm?)

bar (bar) 10°
caloria (cal) 4,186

unidade térmica inglesa 1.055

(BTU)

watt-hora (W.h) 3.600
Cavalo-vapor (CV) 736
Horse-power (HP) 746
BTU por hora (BTU/h) 0,293

tonelada de refrigeracio 12.000
(TR)

hora (h) 3.600

pascal (Pa)

pascal (Pa)
joule (J)

joule (J)

joule (J)
watt (W)
watt (W)
watt (W)

BTU/h

segundo (s)

Para se fazer a transformacao inversa, ou seja transformar as unidades da ultima

coluna para as da primeira coluna, basta dividir pelo valor da coluna do meio. Por

exemplo, para transformar 5 metros cubicos (ultima coluna) em litros (primeira

coluna), deve-se dividir por 10 (coluna do meio), ou seja:

Regra de trés simples

O método da regra de trés simples € usado para transformar tanto unidades de

sistemas diferentes quanto unidades do Sl. Basta saber a correspondéncia entre as

unidades inicial e final. Por exemplo, para se transformar 3 polegadas em metro,

deve-se saber de antem&o que 1 pol corresponde a 0,0254 m. Nesta caso temos a

seguinte relacédo de proporg¢ao:



1pol = 0,0254 m

3pol = Xm

Efetuando a multiplicacdo cruzada temos: 1. X =3 . 0,0254.

Portanto: X = 0,0762 m

Suponha agora que queremos converter este valor para centimetros. Devemos
saber de antemé&o que 1 centimetro € igual a 102 metros. Podemos entao escrever a
seguinte propor¢ao:

1cm = 102 m

Xcm = 0,0762 m

Efetuando a multiplicacdo cruzada temos: 1.0,0762= X.

Isolando X na equagao acima temos:

X = 0,0762

-2

=0,0762.10° = 7,62 cm.

Outros exemplos:

. 5 ft em pol:

1ft=12"“
5ft=X"

1 . X=5.12X=60"

. 2 kW em HP:



1HP =746 W
XHP =2.10°W
1.2.10° = X . 746
X=2.102 = 2,68 HP

746

OBTENGAO DE UNIDADES PELO CONCEITO FiSICO DAS GRANDEZAS

Conforme ja pode ser visto até agora, existe uma grande quantidade de unidades
com as quais o profissional pode se deparar em sua vida. No entanto, sabemos da
importancia de se dominar o conhecimento das unidades das grandezas fisicas.
Para evitar termos que “decorar” todas estas unidades, é possivel deduzir a unidade
de uma certa grandeza a partir do conhecimento do seu conceito fisico.
Estudaremos aqui como obter a unidade a partir da férmula das seguintes
grandezas fisicas: superficie, volume, densidade (linear, superficial e volumétrica),

vazao, pressao, poténcia elétrica e energia elétrica.

Superficie

Suponhamos que vocé deseja trocar o piso ceramico do banheiro de sua casa. O
banheiro tem forma de retédngulo e mede 2,5 metros de largura por 4 metros de
comprimento. Se vocé for a uma loja de material de construgcéo para comprar o piso
desejado, o vendedor vai perguntar qual a area em metros quadrados de piso vocé

deseja comprar. Para obter esta informacao, vocé multiplica as duas dimensdes do



chdo do banheiro, ou seja: 25 mx4 m=25x4xmxm= 10 m2 O simbolo m?
apareceu porque sabemos da matematica que: X . X = X2 Desta forma, se
lembrarmos que a medida de superficie € sempre o produto de duas dimensodes
de comprimento, a unidade de superficie sera a unidade de comprimento ao

quadrado. A Figura apresenta isso de forma resumida.

S=b.h

h=25m S=4m.25m

$=10m 2

A
v

Figura — Area da superficie de um retangulo

E importante observar que mesmo quando a area ndo tem forma de retangulo, a
unidade de superficie sera sempre a unidade de comprimento ao quadrado. Por
exemplo, a area superficial de um circulo de raio “r’ e didmetro “d”, pode ser

calculado com as seguintes formulas:



Figura — Area da superficie de um circulo

(1= L)

Tanto “r’ como “d” sdo medidos em [m], e ambos estdo elevados ao quadrado nas
férmulas.
Logo, a medida da area superficial “S “ de um circulo tera unidade [m?]. O mesmo

raciocinio vale para qualquer outro formato de superficie.

Volume

De maneira semelhante a superficie, o volume é calculado a partir da multiplicacao
de dimensdes de comprimento. Da matematica, sabemos que o volume de um cubo,
por exemplo, € a medida do lado “a” elevado a poténcia 3. Logo, a unidade de
volume ¢ igual a unidade de comprimento elevada a poténcia 3 ou seja, [m?], [cm?],

etc.



Figura — Volume de um cubo
Semelhante ao que acontece com a area superficial, o volume tera sempre unidades
de comprimento ao cubo (poténcia 3), independentemente do formato. Ex. esfera,

paralelepipedos, cones, etc.

Densidades linear, superficial e volumétrica

E muito comum na pratica nos depararmos com situacdes onde uma grandeza
fisica por si propria ndo significa nada. Elas tém um significado muito maior quando
analisadas a sua densidade ao longo de uma linha, de uma superficie ou de um
volume. A razéo entre a grandeza e o comprimento da linha, da superficie ou do

volume é chamada densidade linear, superficial e volumétrica, respectivamente.

Densidade linear

Para entender o que significa densidade linear, considere a seguinte pergunta
exemplo:

Qual é a massa [kg] de um fio de cobre com 5 mm de diametro?

A resposta € na verdade outra pergunta: qual o comprimento deste fio?? Portanto, a

“‘massa de um fio de cobre de 5 mm de didmetro” ndo € uma grandeza fisica, apesar



de sabermos que massa € uma grandeza fisica. Em casos como esse é comum
tratarmos com a densidade linear. Se a pergunta for: qual a densidade linear de um
fio de cobre com 5 mm de didmetro? A resposta é exata: 0,1 kg/m. Isto significa que
cada metro deste fio tem uma massa de 0,1 kg.

De uma maneira geral, a densidade linear é definida pela seguinte equagao:

Onde
d,= densidade linear [kg/m]
m = massa [kg]

| = comprimento [m]
A unidade de densidade linear é a unidade de massa dividida pela unidade de
comprimento. Como a unidade de massa no Sl é [kg] e a de comprimento é [m ], a
unidade de densidade linear no Sl é [kg/m]. No entanto, outras unidades sdo usuais,
como [g /m], [g/cm], [Ib/ft], etc.
Exemplos:
a) Num certo rolo de fio de costura tem uma massa de 500 g e 2.000 m de
comprimento.
Calcular a densidade linear deste fio.

Solugao:

A férmula da densidade linear é:



A massa é m= 500 g e o comprimento € | =2.000 m.
Logo:
Resposta: A densidade linear é de 0,25 g/m. Isto significa que a cada metro de fio, a

massa € de 0,25 g.

b) Sabendo que a densidade linear de um certo tubo de cobre é de 3,58 kg/m,
pergunta-se qual a massa de 3,5 m deste tubo.

Solugao:

m

A féormula da densidade linear é: d,

I

m

O comprimento é | = 3,5 m e a densidade linear é d,= 3,58 kg/m. Logo: 3,58

3,5 Isolando a massa “m” nesta equacgao, tem-se: m 3,58.3,5 12,53kg . Resposta:

A massa é de 12,53 kg.

Densidade superficial

Para entender o conceito de densidade superficial, considere o seguinte exemplo.
Suponha que uma mulher de 55 kg queira caminhar sobre um terreno arenoso. Sera
que o terreno é capaz de suportar o peso desta mulher sem ceder?

A resposta ira depender de qual o tipo de sapato que a mulher esta calgcando. Se for
um com salto fino, obviamente ele vai afundar. Por outro lado, se for uma sapatilha

de solado chato, provavelmente ndo havera problemas. Mas observe que nos dois



casos o peso da mulher € o mesmo, no entanto, o resultado é diferente. Isto ocorre
porque a area do salto fino € menor que a area do solado da sapatilha. Disto
concluimos que o peso da mulher por si proprio ndo é o fator determinante. Neste
caso, o que importa € a densidade superficial, que é a massa da mulher dividida
pela area da superficie da sola do sapato. No caso do salto fino a densidade
superficial € muito maior que no caso do solado plano. Por isso, o salto fino ira
afundar.

Em termos matematicos, a densidade superficial € dada pela seguinte equacgao:

Onde
ds = densidade superficial [kg/m?]
m = massa [kg]

S = area da superficie [m?]
A unidade de densidade superficial ¢ a unidade de massa dividida pela unidade
de superficie. Como a unidade de massa no Sl é [kg] e a de superficie € [m?], a
unidade de densidade superficial no Sl é [kg/m?. No entanto, outras unidades sao
usuais, como [g /cm?], [Ib/pol?], etc.
Exemplo: A densidade superficial de uma determinada chapa metalica € de 24,8
kg/m?. Sabendo-se que esta chapa € vendida em tiras de 1 m de largura e pretende-
se comprar 1,5 m desta tira, qual a massa de chapa a ser comprada?
Solugao:

A formula da densidade superficial é:



A densidade superficial é ds = 24,8 kg/m? e a area de um retangulo (formato da

chapa) é dada por:
S=b.h=1.15=15nm"

Logo: 24,8:% > m=248.15=372kg

Resposta: A massa de chapa é de 37,2 kg.

Densidade volumétrica

Novamente, para entender o conceito de densidade volumétrica, vamos considerar
um exemplo pratico. Tente responde a seguinte pergunta: Qual a massa da agua?

A resposta depende da quantidade de agua considarada, um copo de 300 ml, um
balde de 15 litros, uma caixa d’agua de 1.000 litros, etc... Observe que, mais uma
vez a massa por si propria, apesar de ser uma grandeza fisica, ndo responde ao
questionamento. Agora, se a pergunta for sobre a densidade volumétrica da agua,
ou seja, a sua massa dividida pelo volume que ela ocupa, a reposta € unica: 1.000
kg/m?3. Ou seja, a densidade volumétrica, muitas vezes chamada apenas densidade,
€ o0 parametro que realmente importa, especialmente quando estamos lidando com
liquidos.

A definicdo de densidade volumétrica € dada pela seguinte equagao:

Onde

dy = densidade volumétrica [kg/mq]



m = massa [kg]

V = volume [m?]
A unidade de densidade volumétrica é a unidade de massa dividida pela
unidade de volume. Como a unidade de massa no Sl é [kg] e a de comprimento é
[m®], a unidade de densidade volumétrica no S| é [kg/m®]. No entanto, outras
unidades séo usuais, como [g /cm?], [Ib/pol?], etc.
Exemplo: Qual a massa de agua contida num copo de 300 ml ?
Solugao:
A férmula da densidade volumétrica é:
A densidade volumétrica da agua, conforme ja mencionada, € d, -1.000 kg/m*e o
volume do copo € 300 ml. Observe que as unidades sao incompativeis: densidade
tem “m* e volume tem “ml ”. Para podermos incluir estes dados na férmula da

densidade, é necessario transformar o volume também para m®. Neste caso, tem-se:

300m1 =300.10°1 =031 =03.10°m°=3.10"m°

Logo: 1.000=—"—
3.1

0*

— m=3.10".10"=3.10" =03kg

Resposta: A massa de agua é de 0,3 kg ou 300 g.

Vazao

Considere uma tubulagdo de agua conectada a uma caixa d’agua. Suponha que a
caixa tenha um volume interno de 1 m*® e que a tubulagdo demora 1 h para encher a
caixa d’agua. Neste caso diz-se que a vazao da tubulagdo é de 1 metro cubico por
hora, ou seja 1m®h. A vazdo é definida como sendo o volume ( V ) de fluido

transportado dividido pelo tempo ( t ) necessario para transportar o fluido, ou seja:



A unidade de vazao € a unidade de volume dividida pela unidade de tempo.
Como a unidade de volume no S| é [m®] e a de tempo é [ s ] (segundo), a unidade de
vazao no Sl é [m?/s]. No entanto, outras unidades séo usuais, como [ | /s], [| /min],

etc.

Presséao

Considere uma seringa com agua dentro conforme a Figura. Se o émbolo for
pressionado com uma certa forgca, a razao entre esta forca e a area do émbolo é a
chamada pressao da agua dentro da seringa. Matematicamente, a pressao é

definida como sendo:

p-L
A

Onde: P = pressao [Pa]

F =forga [N]

A = area[m?
A unidade de pressao € a unidade de forga dividida pela unidade de area. Como
a unidade de forga no Sl é [N] e a de area € [m?], a unidade de vazao no Sl é [N/m?],

que também é conhecida como [Pa] (Pascal). No entanto, outras unidades s&o

usuais, como [kgf/mm?], [Ibf/pol?], [bar], etc.

Teorema de Pascal



O Teorema de Pascal diz que quando provocamos um acréscimo de pressao dentro
de um liquido homogéneo, este aumento de pressao se propaga em todas as
direcbes e atinge todos os pontos do liquido. Este teorema € o principio de
funcionamento de equipamentos bastante comuns do nosso dia-a-dia, como a
prensa e o macaco hidraulicos. Para ilustrar este principio, considere a Figura, onde
dois tanques com areas A, e A, estdo conectados entre si. Em cada tanque tem um
pistdo, semelhante ao da seringa discutida anteriormente. A area A, € bem menor do
que a area A,. Se exercermos uma forca F,no pistdo que tem area A, a pressao no

pistao 1 sera:

Mas como, pelo Teorema de Pascal, a pressao no pistdao 1 deve ser igual a presséao

no pistao 2, tem-se:

P=P,
hH_ 5
4 A

[Se)

Isolando a forga do pistéo 2 (F.), temos:



Mas como A, € muito maior que A,, temos que F, € muito maior que F,. Como isso

tem-se um dispositivo que multiplica a forga aplicada.

Fi

l

A TAz

Figura — Principio de Pascal

Exemplo: Considere um dispositivo como o da Figura com o pistdo 1 de 75 mm de
didmetro e o pistdo 2 com 150 mm de didmetro. O pistdo 2 levanta um peso cuja
massa € de 150 kg.

Qual a forca necessaria no pistdo 1 para levantar o peso?

Solugao:

As areas dos dois pistdes sio:

r.d? 31416.(0,075) = 0.00442 m*>

7.d; _31416(0,15)

=0.01767 m*



A forgca no pistdo 2 é calculada pela equagao: F, =m.g , onde m é a massa [kg] e

g=10 m/s? é a aceleragéo da gravidade. Logo: F,=150.10 = 1500 N

M

F

) 1 _ 2
Finalmente: A1 4

2

F, 1500

0.00442  0.01767

F.=375N

Logo, para levar uma massa cujo peso é de 1500 N, sdo necessarios apenas 375 N.

Empuxo

Todo corpo imerso dentro de um fluido recebe do mesmo uma forca, chamada
empuxo, contraria a forgca da gravidade. Por exemplo, um peixe dentro d’agua
recebe da agua uma forca de empuxo. Se o empuxo for maior que o0 peso, o peixe
ira flutuar na superficie, se 0 empuxo for menor que o peso, o peso ira afundar cada
vez mais e se 0 peso e o empuxo forem iguais, o peixe estda em equilibrio com a
agua. O mesmo acontece com submarinos e balées de gas e ar quente. O empuxo é
uma forga que tem mddulo igual ao peso do fluido deslocado. Ou seja, no caso do
peixe, o empuxo da agua sobre o peixe é igual ao peso da agua que estaria
ocupando o espago do peixe caso ele ndo estivesse la. Isso pode ser escrito da

seguinte forma:

E=dVg



Onde: E = empuxo [N]
d, = densidade volumétrica do fluido [kg/m?]
V = volume do corpo submerso no fluido [m?]

g = 10 m/s? (aceleracéo da gravidade)

Exemplo: Um submarino tem um volume de 3000 m3. Qual o empuxo da agua
salgada (densidade de 1100 kg/m3) sobre o submarino? Qual a massa em
toneladas do submarino?

Solugao:

O empuxo é calculado com:

E=d,Vg=1100.3000.10 = 33000000N = 3,3.10'N

A massa do submarino é calculada sabendo que o empuxo deve ser igual ao peso
do submarino e o peso € a massa multiplicada pela gravidade:

E=P

E=mg

3,3.10"=m.10m = 3,3.10°kg = 3300 ton

Poténcia elétrica

Considere uma lampada elétrica ligada a uma bateria, conforme a figura abaixo. Em
um dos dois fios que conectam a bateria a ldmpada, existe um amperimetro, que é

um instrumento que mede a corrente elétrica. A corrente elétrica representa o fluxo



de elétrons que circulam pelo circuito elétrico. A unidade da corrente elétrica é o
ampere [A], conforme a Tabela. A poténcia elétrica é a tensao da bateria

multiplicada pela corrente elétrica, ou seja:

P =U.I
Onde: P = poténcia [W]
U = tenséo [V]
| = corrente [A]
A unidade da poténcia no sistema internacional é watt [W], conforme mostrado na

Tabela. No exemplo da figura abaixo, a poténcia da lampada é: 12V .5 A=60 W.
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