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1 Sistematizacao dos conjuntos numéricos
1.1 Conjuntos numéricos
O conceito de nimeros € um dos mais fundamentais e primitivos na Matematica.
1.1.1 Conjunto dos numeros naturais

N={0,1,23, ..}
N ={1,23, ..}

1.1.2 Conjunto dos numeros inteiros

E a ampliacdo dos nlimeros naturais para que a subtrac3o faca sentido.
z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...}

z'={..,-3,-2,-1,1,2,3,...};

Z+={0, 1, 2, 3, ...}, (inteiros ndo negativos);

Z—={..., -3, -2, -1, 0}, Inteiros ndo positivos).

1.1.3 Conjunto dos numeros racionais

E qualquer fragdo envolvendo niimeros inteiros.

O={x/ x=£. peZeqgeZ}
q

Todo numero racional pode ser representado na forma decimal e podemos ter dois
Casos:

e (a) A representacdo decimal finita:

3
Exercicio 1 —
4
3
Resolucio: T et
4
. 3
Exercicio 2 —
5
3
Resolucio: ; =

e (b) A representacdo decimal infinita periodica:

1

Exercicio 3

Resolucio: T e
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. 47
Exercicio 4 —
90
. 47
Resolucdo: T e
90
Para se obter representacdes decimais de um niumero racional £._ basta dividir p por
q
q - As representacdes da forma (b) sdo chamadas dizimas periddicas.
Reciprocamente, podemos representar wmn numero decimal racional na forma P
q
Seja x um numero racional. Nos exercicios seguintes, determine x na forma P
q
Exercicio 5 x=1.25
Resolucio:
x = - . -
Exercicio 6 x=0.,666...
Resolucio:
x = arssmsssnmssssssssmenann -
Exercicio 7 x=0,5222...
Resolucio:
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Exercicio 8

Resolucio:

Exercicio 9

Resolucio:

Exercicio 10

Resolucio:

Exercicio 11

x=0.141414...

CALCULO

x = AR EEEAE AR EE R

x=2.171717...

x = D

x=0.003777...

x = AR EEEAE AR EE R

x=0.3515151...
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Resolucio:

1.1.4 Conjunto dos niimeros irracionais
I={x/ x é um nimero decimal ilimitado ndo periédico}

e Nos exercicios abaixo, alguns exemplos de niumeros irracionais:

Exercicio12 /2

Exercicio 13 b

Resolucho: W= __ .

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 14 e

Resolucio: e=

1.1.5 Conjunto dos nitmeros reais
R=QulI

Existe uma correspondéncia biunivoca enfre todos os nimeros reais e os pontos de
uma refa.

B B en
4 3 2 -1 0 1 2 3 4
[Fig. 1]: Retareal R.

Exercicio 15 Mostre que JE g€ 0.

Resolucio:

1.2 Operac¢oes com conjuntos

1.2.1 Nocgdes primitivas
Conjunto, elemento, pertinéncia entre elementos e conjunto.

Exercicio 16  Considerando-se os conjuntos A={a.b.c}. B={m.n} e C=J (C ¢ o
conjunto vazio). verifique a pertinéncia ou nao dos elementos abaixo aos conjuntos.

Resolucio:

¢ a
- J? CETETET T

- }E CEEETrTrET

[ ]
S T R o T
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1.2.2 Igualdade de conjuntos

Definicio 1 Dois conjuntos 4 e B sdo considerados iguais se. e somente se. todo elemento
de A pertencera B e vice-versa.

A=B @ V¥ x.(xe Ao xeB).

Exercicio 17  Considerando-se os  conjuntos  A={a.b.c}, B={m.n}, C=0,
D={b.c.a}. E={}e F={n.m.n}, verifique a igualdade ou nao dos conjuntos abaixo.

e D A4:

.
L0 TS s B v ¥

R

1.2.3 Subconjuntos

Definicdo 2 Um conjunto 4 é subconjunto de outro conjunto B quando qualquer elemento
de 4 também pertencea B.

Consideremos os conjuntos 4 e B . representados também por diagrama:
A={13.7}
B={1.2.35,6.7.8}

[Fig. 2]: Diagrama dos conjuntos 4 e B.

Note que qualquer elemento de 4 também pertence a B . Nesse caso, dizemos que A
¢ subconjunto de B.

Indica-se: A B ;lé-se: 4 estacontidoem B .

Podemos dizer também que B contém A .Indica-se: B D A 1é-se: B contémA .

OBS. 1: Se AcB e BC4.entio 4=58.

OBS. 2: Os simbolos <, D e  sdo utilizados para relacionar conjuntos.

OBS. 3: Para todo conjunto A . tem-se A C A4.

OBS. 4: Para todo conjunto A4 . tem-se Jc 4. onde & representa o conjunto vazio.

1.2.4 Unido de conjuntos
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Definiciio 3 A unido de dois conjuntos 4 e B € o conjunto formado por todos os
elementos que pertencema 4 oua B.

Designamos a unido de 4 e B por: 4B :1é-se: 4 unido B.

AUB ={x/xeAouxeB}.

1.2.5 Intersecgdo de conjuntos

Definicio 4 A interseccdo de dois conjuntos, 4 e B. é o conjunto formado pelos
elementos que sdo comuns a 4 e a B, isto é. pelos elementos que pertencem a 4 e também

pertencema B .

Designamos a interseccdo de 4 e B por: A B:1é-se: 4 inter B.

AnB ={x/xeAdexeB}.

1.2.6 Diferenca de conjuntos

Definicio 5 A diferenca de dois conjuntos 4 e B é o conjunto dos elementos que
pertencem a A . mas que nio pertencema B.

Designamos a diferencade 4 e B por: A—B:1é-se: 4 menos B.

A-B ={x/xedexeB}.

Exercicio 18  No diagrama seguinte, 4., B e C sdo trés conjuntos ndo vazios. Associe V ou
F a cada uma das seguintes sentencas, conforme ela seja verdadeira ou falsa:

i)

[Fig. 3]: Diagrama dos conjuntos 4, B e C (subconjuntos).
Resolucio:
e a) ACB
e b)CcB

e ¢)BCcA

e &) Bz 4

( )

( )
()

e )dcC (L...)
( )

o f) AcC ( )
( )

e 2) BDO A

Exercicio 19
Considere o seguinte diagrama:
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[Fig. 4]: Diagrama dos conjuntos A4, B e C (unifio/ interseccio / diferenca).
Resolucio:

cAAVUB={ .

——

® D) AIC = e

* OBUC={_ ...

'

¢ D AUBUC =

et

c)dnB={____..

——

¢ D AN = e

® 2 BNC =

e h)y AnBnC={

¢ D(A=B)C = (e

——

1.3 Intervalos

O conjunto dos numeros naturais, dos numeros inteiros, dos nimeros racionais e dos
numeros irracionais sao subconjuntos dos numeros reais R.

Existem, ainda. outros subconjuntos de R que sdo determinados por desigualdades.
Esses subconjuntos sdo chamados de intervalos.

Conjunfo dos nimeros reais maiores que —2 e menores ou iguais a 3:

$ : & : $ : : & }
4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

[Fig. 5]: Grafico do intervalo]-2,3].

Este intervalo contém todos os numeros reais compreendidos entre os extremos —2 e 3,
incluso.

A bola vazia © indica que o extremo —2 ndo pertence ao intervalo e a bola ® indica
que o extremo 3 pertence ao intervalo. Este € um intervalo semi-aberto a esquerda.

www.cursonobre.com.br



CURSONOBRE CALCULO

Centro de Formacao Profissional
Representagdo: {x € R/ -2<x <3} ou |-2.3].

OBS. 5: Sendo @ um nmimero real, pode-se considerar intervalos como o que segue:
y-
{xeR/-2<x<+m} ou |-2,4+o0] = O

1.3.1 Operagoes com intervalos
Serdo consideradas operagoes do tipo: unido (), intersec¢do (M) e subtragcdo (—).
Exercicio20 Se A={xeR/2<x<5}e B={xe€ R/3=x<8}, determine 4 5B.

Resolucao:
9-8-76-5-4-3-2-1012345¢6 789

A »
B »
ANB >

A r_w B = B T P Y "

Exercicio21 Se A={xe R/-2<x<0}e B={xeR/2<x<3}, determine 4 5.

Resolucao:

9 87654-32-101234567889

A >
B o
41MB >

Exercicio22 Se A={xeR/-2<x<3}e B={xeR/1<x<4} determine 4 UB.

Resolucio:
9-8-76-5-4-3-2-10123456789

A >
B >
4B >
A LJ B T e,
www.cursonobre.com.br
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Exercicio23 Se A={xeR/-3<x=4}e B={xeR/1<x<7}.determine 45 .

Resolucio:
9-8-76-5-4-3-2-1012345¢6 789

A >
B o
A-B >

A - B = e A R R R EAERE R

Exercicio 24 Dados A=[2,7], B =[-1,5] e E =[3,9], calcule:
a) A-B;b)B-A;c)A-E;d)E-B.

Resolucio:
9 8-76-54-3-2-10123 456 789

v

v

v

|
oI « ST SO -
v

v

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 25  Dados 4=[-1,6[, B=]-4.2] e E=]-24[, calcule:
a) (BUE)-4:b) E-(ANnB).

9 876543-2-101234567889

P48 444 4o& % oro&od4oomodboao4 4%

A b

B >

E::=::::=::::=::::=::

(B A s

S B o o

PSSR E NN
A)(BUE) A= o
D) E-(ANB)= e

2 Func0es

2.1 Conceito matematico de funcéo

Definicéo 6

Dominio da funcdo é o conjunto de todos os valores dados para a variavel independente.
Definicéo 7

Imagem da funcdo é o conjunto de todos os valores correspondentes da

variavel dependente.

Como, em geral, trabalhamos com fungdes numéricas, o dominio e a imagem sédo
conjuntos numeéricos, e podemos definir com mais rigor o que é uma funcdo matematica
utilizando a linguagem da teoria dos conjuntos.

Para isso, temos que definir antes o que é um produto cartesiano e uma relacao entre

dois conjuntos.
Definicéo 8

Produto cartesiano: Dados dois conjuntos ndo vazios A e B , denomina-se
produto cartesiano (indica-se: Ax B ) de A por B o conjunto formado pelos pares ordenados nos quais o
primeiro elemento pertence a A e o segundo pertence a B .

(Eq.1)) AxB={(x,y) xe AeyeB}.
Definicéo 9
www.cursonobre.com.br
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Relacdo: Dados dois conjuntos A e B, da-se 0 nome de relacdo r de A em B a qualquer subconjunto de

AxB.
(Eg.2) rérelagio de AemB < rc AxB.

Exercicio 26

Sejam os conjuntos A={0,1,2,3}, B ={0,2,4,6,8,10} e a relacdo r de A em
B,talquey=2x,xe Aey e B . Escrever os elementos dessa relacdo r .

Resolucgéo:
Como xe A:

[Fig. 6]: Representacao da relacio por diagrama.

Ve
10
9
8
7
6
5
4
3
2
1
ol 1 237

[Fig. 7]: Representacio da relacio por sistema cartesiano.

OBS. 6: Podemos observar que, numa relacido r de 4 em B, o conjunto r ¢ formado
pelos pares (x,y ) em que o elemento x < 4 ¢ associado ao elemento vy € B mediante uma

lei de associagdo (no caso, ¥y =2x).

2.2 Definicéao de funcéo
Defini¢éao 10

www.cursonobre.com.br
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Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios e f uma relacdo de A em B . Essa
relagdo f é uma funcéo de A em B quando a cada elemento x do conjunto A esta
associado um e apenas um elemento y do conjunto B .

Nos exercicios a seguir, verifique se as relacbes representam funcdo de AemB .
Juntifique sua resposta e apresente o diagrama da relagéo.

Exercicio 27
Dados os conjuntos A={0,5,15} e B ={0,5,10,15,20,25}, seja a relagdo de A
em B expressa pela formulay = x +5, comxe Aey €B .

Resolucio:

.r :5 ::) R R R S R S R A R RS RS EEEEEE SR
.Y :15 :> BT TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTYTTYTYTYTYTYTYTYTYTTTTe "
. TOdOS OS elel]lelltos de A T TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTYTTYTYTTYTTTTTTYTYTYTYTYTYTST B -
. A Cada elel]lellto de A R R R R R R R S R R R R R R R R W R R S AR R R B b

Neste caso, arelagdo de 4 em B expressa pela féormula y=x+5

Exercicio 28  Dados os conjuntos 4={-2,0,2.5} e 8={0.2,5,10,20}, seja a relacdo de 4 em
B expressa pela férmula y=x,com x4 e yeB.

www.cursonobre.com.br
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Resolucao:

= =
ol L
I

i
U

Neste caso, arelagdo de A em B e e

Exercicio 29  Dados os conjuntos 4={-3.—-1.1.3} e B={1.3.6.9}. sejaarelacio de 4 em B
expressa pela formula y=x*.com xe 4 e yeB.

»,
»

Resolucio:

.r :_3 :> araaanaae

.r :3 ::> e e R R MRS R AR m

Neste caso, arelagiode A em B e e

Exercicio 30 Dados os conjuntos 4={16,81} e B={-2.2.3}. seja a relagio de 4 em B
expressa pela formula y*=x.com xe 4 e yeB.

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 30 Dados os conjuntos 4={16.81} e B={-2.2.3}. seja a relagdo de 4 em B
expressa pela formula y*=x . com x4 e yeB.

Resolucao:

‘T :81 :> R RIS R R E IR E IR R RS B S EEEE E R R NE R E E I E R EEEEI RN NI N AN R SRR "

2.3 Notacdo de funcao
Quando temos uma funcéo de A em B , podemos representa- la da seguinte forma:

f: A—>B (Ié-se: fungdo de AemB)
x ay (lé-se: a cada valor de xe A associa-se umso valory € B)

A letraf, em geral, da o nome as funcdes, mas podemos ter também a funcéo g, h,
etc.

Numa fungédo g : R—>R , dada pela formula y = x2 —8, podemos também escrever
g ( x)=x2 —8. Neste caso, g ( 2) significa o valor de y quando x =2, 0u g ( 2 )=—=6.

2.4 Dominio, contradominio e imagem de uma
funcéo

Uma funcéo f com dominio A e imagens em B sera denotada por:

f: A—B (funcdo que associa valores do conjunto A a valores do conjunto B)
xay=f(x) (acadaelemento xe A corresponde um Unicoy €B)

O conjunto A é denominado dominio da fungéo, que indicaremos por D. O dominio

da funcdo também chamado campo de definicdo ou campo de existéncia da funcéo, serve para definir
em que conjunto estamos trabalhando, isto €, os valores possiveis para a variavel X .

O conjunto B é denominado contradominio da funcdo, que indicaremos por CD. E no

contradominio que estdo os elementos que podem corresponder aos elementos do dominio.

Cada elemento x do dominio tem um correspondente y no contradominio. A esse

valor de y damos o nome de imagem de x pela fungéo f . O conjunto de todos os valores de y que sao
imagens de valores de x forma o conjunto imagem da funcgéo, que indicaremos por Im . Note que o conjunto
imagem da funcdo é um subconjunto do contradominio da mesma.

f: A>B

www.cursonobre.com.br
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xay=f(x)
D=A, CD=B, Im={y eCD/y é correspondente de algum valor de x }.

Exercicio 31
Dados os conjuntos A={-3,-1,0,2} e B ={-1,0,1,2,3,4}, determinar o conjunto imagem da funcéo f :
A—B definida por f ( x )= X +2.

Resolugéo:

Exercicio 32  Dada a fun¢do f :R — R definida por f (x)=a x+b,com a.b <R, calcular
a e b, sabendo que f (1)=4e f(-1)=—2.

Resolucio:

www.cursonobre.com.br
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2.5 Funcao composta
Tome as fungdes f:4—>B, definida por f(x)=2x, e g:B—(C, definida por

&

g (x)=x>. Note que o contradominio B da funcdo f é o mesmo dominio da funcio g .
f:A—>B:acada x € 4 associa-se um unico v € B, talque y=2x.
g:B—>(:acada y € B associa-se um tinico = € ', tal que z =y’

Neste caso, podemos considerar uma terceira fungio, 7: 4 —> C, que faz a composi¢édo
entre as fungodes f e g:

[Fig. 8]: Funcao composta
h:4—>C:acada x € 4 associa-se um tinico = € C, tal que z=y"=(2x)*=4x".

Essa funcdo h de A em C, dada por h ( x )=4 x2 , é denominada funcdo composta de
gef.

De um modo geral, para indicar como o elemento z € C é determinado de modo unico
pelo elemento x € A4, eserevemos:

z=g(v)=g(f(x)
Notacao:
A func¢do composta de g e f sera indicada por g o f (lé-se: g circulo [')

&

(Eq3) (g f)x)=g(f(x))

Exercicio 33 Sejam as fungdes reais f e g definidas respectivamente por f(x)=x+1e

&

g (x)=2x?-3. Determine:

o a) f(g(x))

Resolucio:

S (g(x))=
e b) g(f(x).

www.cursonobre.com.br
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¢) Os valores de x paraquesetenha f (g (x))=g(f(x)).

Resolucio:

.T: .........................................

Exercicio34 Sendo f(x)=3x—-le f (g (x))=6x+8. determine g (x).

Resoluciio:

(X )= oo .

2.6 Funcao inversa
Definicédo 11

Funcdo bijetora: A funcéo f é denominada BIJETORA, se satisfaz as duas
condicdes abaixo:

¢ 1. O contradominio de f coincide com sua imagem, ou seja, todo elemento do
contradominio é correspondente de algum elemento do dominio.

e 2. Cada elemento do contradominio de f € imagem de um Unico elemento do dominio.
Definicéo 12

Diz-se que uma funcao f possui inversa f —1 se for bijetora.

2.6.1 Determinacao da funcdo inversa

Caso a funcdo seja bijetora, possuindo portanto inversa, é possivel determinar a sua
inversa. Para isso “trocamos” a variavel X por y na lei que define a fungdo e em seguida

“isolamos” o y , obtendo a lei que define a funcdo inversa.
E preciso apenas tomar certo cuidado com o dominio da nova fungéo obtida.

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 35

Obter a lei da fungéo inversa f —1 da fung&o f dada por y = x +2.
Resolucgéo:

Logo:

Exercicio 36

Construir os gréficos das fungdes f e f —1 do exercicio anterior, num mesmo
sistema de coordenadas.

. : _ xX+5 . L
Exercicio 37  Determinar a funcdo inversa g~ ' da funcdo g (x)= . cujo dominio é
x =3
3
p-r-{3l.
2J
Resolucao:

Resolucio:

x | f(x) x| £ (x)

Note que os graficos das fungdes f e f ! sdo
simétricos em relag¢do a reta que contém as bissetrizes
do 12 e 3* quadrantes.

h}?

Lesedinehdunnnd mms bl
o =

2§15 401 2 B3 @4 X

www.cursonobre.com.br
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3 Funcao Polinomial

Definicao 13 ~ Funcdo polinomial com uma variavel ou simplesmente fun¢do polinomial €
aquela cuja formulagdo matematica € expressa por um polinémio.

3.1 Funcao polinomial do 1° grau

A funcido polinomial do 1° grau é a que tem sua representacdo matematica por um
polinémio de grau 1.

Representacio da fun¢io polinomial do 12 grau:
f(x)=a x+b,com a.beR (a=z0). a e b sdo os coeficientes e x a variavel independente.

Exercicio38 Em uma funcio polinomial do 12 grau, y =7 (x), sabe-se que f (1)=4 e

f (=2)=10. Escreva a fungao f e calcule f {—%] )

Resolucio:
< 1

3.1.1 Funcdo linear

Seja a funcdo polinomial do 12 grau f(x)=a x+b. No caso de bh=0, temos

f (x)=a x, e ela recebe o nome especial de fun¢io linear.

OBS. 7: Se, em uma funcao linear tivermos a =1, teremos f (x)=x ou v=x, que se da
o nome de fun¢ao identidade.

3.1.2 Grdfico de uma funcdo polinomial do 1° grau

Para construir o grafico de uma funcio polinomial do 1% grau, atribuimos valores do
dominio a variavel x e calculamos as respectivas imagens.

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 39  Construir o grafico da funcéo real f dada por y=2x-1.

Resolucao:

, Par
x |V
ordenado

-2 C . )

-1 C . )

0 C . )

1 C . )

2 C . )

3 C . )
=T 2 1= "1 1
- | -
1 1 ] ] 1 1
Lok 2deene ot
- 1 S - S
1 1 ] ] 1 1
L 1 >
2 -1; 1234 X
[ et
1

Resolucéo:
Sabendo-se que y =a x +b , do gréfico, temos que:
Resolucdo: Sabendo-se que y =a x +b , do grafico, temos que:
Resolucdo: Sabendo-se que y =a x +b , do grafico, temos que:

www.cursonobre.com.br
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Definicao 14 O grafico da fungdo linear v=a x (a=0) é sempre uma reta que passa pela

origem do sistema cartesiano.

Definicao 15 O grafico da fun¢io polinomial do 12 grau y=a x+b (a=0) intercepta o eixo

das ordenadas no ponto (0.5 ).

3.1.3 Determinagdo de uma funcgdo a partir do grdfico
Nos exercicios abaixo. determine a lei de formacéao da funcdo f (x)=a x+b.

Exercicio 40  Determine a lei de formacgéao da fungdo f . cujo grafico cartesiano é:

.ILJ?

Eﬁii

T T |
Ve o

B e o

-2-%,0 1234 X
L)

Resolucdo: Sabendo-se que y =a x +b , do grafico, temos que:

Logo:
Afmgao e f(X)=

Exercicio 41  Determine a le1 de formacéo da fungdo f . cujo grafico cartesiano é:

i
L]
P e e g ——
1
[

Resolucio: Sabendo-se que v =a x+bD. do grafico. temos que:
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Logo:
Afngao € f (X)= e

3.1.4 Crescimento e decrescimento de uma funcgdo
polinomial do 1° grau

Seja f a funcido polinomial do 12 grau definida por f (x)=a x+b.
Podemos determinar que:

e 1) A funcdo f € crescente se o coeficiente a>0;

e 1) A fungdo f € decrescente se o coeficiente a <0.

Exercicio 42  Construir os graficos das fungdes f e g do 12 grau a seguir:
1) f(x)=2x+1 1) g(x)=2x+1

Resolucio:

AV AV
....... _5']__ ] )
N | I 4
) B 3
N - &
I Y I I I [ Y R O T B
- R - S N R B
L1 - \ L I >
-2I-1I__1|n L R2B|d X 21 4o p 3 X
L] T ] 2 |
" "é"_"}""'i'“""' 3
|.....§..—.4 ....i....|... 4
N = - S I 1 I N
1) Aumentando os valores atribuidos a x, 11) Aumentando os valores atribuidos a x,
aumentam também os valores diminuem os valores correspondentes da
correspondentes da imagem f (x). imagem g (x).

3.1.5 Estudo do sinal da funcdo polinomial do 1° grau

Definicio 16  Estudar o sinal de uma funcdo [ significa determinar para que valores de x
temos f (x)=0, f (x)<Oou f (x)=0.

3.1.5.1 Zero de uma funcéo polinomial do 1o grau

Definicéo 17

Denomina-se zero ou raiz da funcdo f ( x )=a x +b o valor de x que anula a

funcdo, isto é, torna

f (x)=0.

Defini¢éao 18
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Geometricamente, o zero da fungéo polinomial do 1o grau f (x )=a x +b ,
a =0, é a abscissa do ponto em que a reta corta 0 eixo X .

Exercicio 43 Dada a lei de formacgédo da fungdo y =—2 x —4, construir o gréafico e determinar os valores
reais de x para os quais: a) y =0; b) y >0 e ¢) y <0.

Resolucio:

JLJ.'
[ D N I | 2 T~ 1Ir=T1
(I I I N | N U O S
T O 1 I el
T i i
1 | | | | 1 2 1 I
?-..?...i‘...!.... ?- ----=
- N S 0 VN S-S S
0 P10 1
—5!—4!—3!—2!—1!_]-'0 il 2 i3 4 5 X
r-..T...r...!....!- -IIT-1l-I-!--1lI-I!
NSNS .1 EE S S-S SO
SN S 1.1 A SO N T
i...i.i.ii_‘i-..i._.i..i._.i....'
-S| I S S-S S

Podemos notar que a funcgao é decrescente, pois a <0.

O zero da fungdo é: -2 x—4=0= -2x=4 = 2x=—4 = x=-2.
Logo. a reta intercepta o eixo x no ponto de abscissa x=-2.
A solugao do problema é:

@A) F(X)Z0 = i H
O D) F(X)S0 = Ll }
O C) F(X)O = {liiii s }

3.1.5.2 Quadro de sinais da funcéo polinomial do 1o grau
Exercicio 44

Preencher o quadro abaixo:

Resolucéo:

f(x)=ax+b,a=0
Zero da funcdo: ax +bh =0 = x =
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CURSONOBRE CALCULO

Centro te Formacao Profissional

a=0 a<0

®
e Zh X £Y
Sx)<0 J&)>0 S®)>0 Sx)<0
_,f/ ™ _b'/ e
f(x)=0=> «x f(x)=0=x
f(x)0=x f(x)»»0=x
f(x)<0= x f(x)<0= x

3.2 Inequacgdes do 1o grau
Definigéo 19

Denomina-se inequacéo do 1o grau na variavel x toda desigualdade que pode
ser reduzida a uma das formas:

e ax+b>0;

e ax+b>0;

e a X +b <0;

e a X +b <0.
coma,b eRea=0.
Exercicio 45

Verificar se 4( x —1)— x2 >3 x — x ( X +1) € uma inequacéo do 1o grau.

Resolucéo:

3.2.1 Resolucdo de inequac@es do 1o grau
Definicéo 20

Para se resolver uma inequacéo do 10 grau, sdo utilizadas as propriedades das
desigualdades, apresentando-se o conjunto verdade da inequacdo (conjunto solucdo S).
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Exercicio 46

Resolver a inequacédo seguinte: 4( X —1)—x2 >3 x — x ( X +1). Represente a
solucgdo na reta real.

Resolucgéo:

. N . x—1
Exercicio 47 Resolver a inequacdo seguinte: ——+ Represente a
solugédo na reta real.

Resolucio:

*

3.2.2 Sistemas de inequacoes do 1° grau

Definicao 21 O conjunto solugdo S de um sistema de inequacdes € determinado pela
intersec¢do dos conjuntos solugdes de cada inequagao do sistema.

.

X

3.2.2 Sistemas de inequacées do 1° grau

Definicao 21 O conjunto solu¢gdo S de um sistema de inequagdes é determinado pela
interseccao dos conjuntos solug¢des de cada mequacdo do sistema.

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 48  Resolver a inequacdo —1<2x-3<x. Apresente o conjunto solugdo S e
represente na reta real.

Resolucio:
Na verdade, resolver essa inequacdo simultanea € equivalente a resolver o sistema:

(i) q
(i) >
(i) O (i) .
S }

3.2.3 Inequacdo-produto e inequacdo-quociente

Uma inequacio do 22 grau do tipo x?+2x—8=0 pode ser expressa por um produto de
mequagdes do 12 grau. fatorando o 12 membro da desigualdade:

X242 x-820 = (x-2)( x+4)=0.
Definicio 22 RESOLUCAOQO: Para resolver uma inequacdo-produto ou um inequagio-
quociente, fazemos o estudo dos sinais das fungdes polinomiais do F grau envolvidas. A

seguir, determinamos o smal do produto ou quociente dessas fun¢des. lembrando as regras de
sinais do produto e do quociente de niimeros reais.

Exercicio49  Resolver a inequacio ( x? +x—2)-(— x +2)=<0.

Resolucio: (X2 +x-2)(—x4+2)<0=
fx)y = = fix) = 0 =] x = a 0
glx) = = gx) = 0 =|x = a 0
hx) = = hx) = 0 =|x = a 0
) >
g) <
h(x) s
[()-g() x) 5 5 5 -
S }
. —3x+1
Exercicio 50  Resolver a inequacdo 3 =
—
Resolucao:
fix) = = fix) = 0 =|x = a 0
gx) = = gx) = 0 = |x = a 0
www.cursonobre.com.br
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S }
7-9
Exercicio 51  Resolver a inequagao > <0.
'\ p—
x1-9
Resolucio: > 0=
X—

fix) = - fix) = 0 =[x = a 0
gx) = = gx) = 0 = | x = a 0
hx) = = hlx) = 0 =[x = a 0

fx) >

&)

h(x) ’ ; ] >

S(x) g(x) | ] ! R
h(x)
N }
x? +2x-3
Exercicio 532  Determine o dominio da fungdo v= .‘S
x—°

Resolucdo: e
fxy = = flx) = 0 = |x = a 0
g(x) = = glx) = 0 = | x = a 0
hx) = = hx) = 0 = = 0
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g(x)

v

h(x)

JS(x) g(x)
I(x)

v

3.3 Funcéo polinomial do 20 grau

Definigéo 23

A fungdo f: R>R dadaporf(x)=ax2+bx+c,coma, becreais e a0, denomina-se fungéo
polinomial do 20 grau ou funcdo quadratica. Os niUmeros representados por a, b e ¢ séo os coeficientes da
funcdo. Note que se a =0 temos uma funcdo do 10 grau ou uma fungéo constante.

Exercicio 53

Considere a funcéo f do 20 grau, em que f (0)=5, f (1)=3 e f (-1)=1.

Escreva a lei de formacédo dessa fungéo e calcule f (5).

Resolucédo: Tome f (x)=ax2 +bx+c, coma =0.

f(0)=5=
f(1)=3=
f(-)=1=

3.3.1 Grafico de uma funcdo quadratica

O grafico de uma funcdo polinomial do 20 grau ou quadratica é uma curva aberta
chamada paréabola.
Para evitar a determinacdo de um nimero muito grande de pontos e obter uma boa
representacdo grafica, vamos destacar trés importantes caracteristicas do grafico da funcdo quadratica:

(i)

Concavidade
(ii)
Posicdo em relacdo ao eixo x
(iii)

Localizacdo do seu vértice

3.3.2 Concavidade

www.cursonobre.com.br

30



CURSONOBRE CALCULO

Centro te Formacao Profissional
A concavidade de uma parabola que representa uma fungdo quadratica
f(x)=ax2+bx+cdo 20 grau depende do sinal do coeficiente a :

a>0: concavidade para CIMA a <0: concavidade para BAIXO

[Fig. 9]: Concavidade de uma funcio quadritica.

3.3.3 Zeros de uma funcdo quadrdtica

, N oyt 2 N ,
Definicio 24  Os zeros ou raizes da fun¢io quadratica f (x)=a x“+b x+c¢ sdo as raizer da

~ 2 .
equacgdo do 22 grau a x“+b x+c =0, ou seja:

—b++b* —4ac

2a

Raizes: x=

Considerando A=b? —4a ¢, pode-se ocorrer trés situagdes:

—b+A . —bh-+JA

e 1) A>0 = as duas raizes sdo reais e diferentes: x;= X,=
2a 2a
e 11) A=0 = as duas raizes sdo reais e 1guais (raiz dupla): x,=ux, :—2—.
e 1) A<0 = ndo ha raizes reais.
~ 2 , [

OBS. 8: Em uma equagdo do 2% grau a x“+b x+c=0. a soma das raizes ¢ S e o

. ‘ c
produto é P tal que: S=|x; + x,=——|e P={x; - x, =—|

a a

Definicio 25 Geometricamente, os zeros ou raizes de uma fun¢io polinomial do 22 grau sio
as abscissa dos pontos em que a parabola intercepta o eixo x.
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3.3.4 Veértice da pardbola

Consilere as parabolas abaixo e observe o vértice ' (x}, , 1, ) em cada uma:

4 ) /EIXO de simetria i

L

LV (xy y7)

X1

TV (X, )

[Fig. 10]: Vértice de parabolas (A>0 para as duas).
Uma forma de se obter o vértice V' (x,, 1y, ) é

_nty

¢ Xy , J& que o vértice encontra-se no eixo de simetria da parabola:

2 .. . . .
e vy=axy;+bx,+c,jaqueo x, foiobtido acima.
Outra forma de se obter o vértice V" (x; . v}, ) € aplicando as formulas:

3.3.5 Grdfico de uma pardbola

Com o conhecimento das principais caracteristicas de uma parabola, podemos esbogar
com mais facilidade o grafico de uma fun¢do quadratica.

.. : ;o ~ ~ 2 . .
Exercicio 54  Construir o grafico da funcdo y =x~+2x, determinando sua imagem.

Resolucio:
a — concavidade voltada para o
" Ll I I I n -1 I I 1 1 1
Zeros da fungao: T e S R T o
1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1
Ponto onde a i
parabola corta o = (. o )
eIxXo y: stgtaiotatjpp b iz laisx
Vértice da . =
parabola: v = 4 ) :
Yy = =
Imagem: Im={yveR; . ¥

. - e ~ - 2 - . i
Exercicio 35 Construir o grafico da funcdo y =—x"+4 x -5, determinando sua imagem.

www.cursonobre.com.br
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Resolucao:

CALCULO

a_____ — concavidade voltadapara .

Zeros da fungao:

Ponto onde a
parabola corta o
eixo v:

Vértice da
parabola:

=V () =4

Imagem:

Im={yeR: .}

3.3.6 Estudo do sinal da funcdo quadrdtica

Os valores reais de x que tornam a fungdo quadratica positiva,

podem ser dados considerando-se os casos, relacionados na tabela abaixo.

negativa ou nula,

f(x)=ax*+bx+ccom(a.bec R e a=0)

a =0

a <0

f (x)>0para x<x; ou x>ux,

S (x)<0para x; <x<x,

f (x)<0para x<x; ou x>x,

=y

f (x)=0para x=x; ou x=x, f (x)=0para x=x; ou x=x,
X=X,
® ®
X =X, X
J (x)>0para x=x; Jf (x)<0para x=x;
f(x)<0 & x real f (x)>0 4 x real
f (x)=0para x=x,=x, f (x)=0para x=x,=x,
= o F
® ®
X
f(x)>0 7 x real f(x)<0 V¥ x real
f(x)<0 4 x real f (x)>0 4 x real
f(x)=0 4 x real f(x)=0 4 x real
www.cursonobre.com.br
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3.4 Inequacoées do 22 grau

Definicao 26 ~ Denomina-se inequacdo do 2% grau na variavel x toda desigualdade que pode
ser reduzida a uma das formas:

o ax’+bx+ec=0;
o ax’+bx+e>0;
o ax’+bx+e=0;
e ax’+b x+ec<0.

com a,b,ceR e a=z0.

3.4.1 Resolucdo de inequacoes do 2° grau

Definicio 27  Para se resolver uma inequacio do 22 grau, sdo utilizadas as propriedades das
desigualdades, apresentando-se o conjunto verdade da inequagao (conjunto solugao S).

- <2
Exercicio 56  Resolver a inequag¢do x~ -3 x+2>0.

Resoluciio: Estudar a variacio do sinal da funcdo f (x)=x?-3x+2.
a ... — Concavidade para_______
X’ -3 x+2=0
A S e "
X=
S=

Exercicio 57  Resolver a inequacio x?—10x+2520.

Resolucio: Estudar a variacdo do sinal da fung¢do 7 (x)=x>—10x+25.

a — Concavidade para________
x2=10 x +25=0
A = <
X=
S=

Exercicio 58  Resolver a inequacio —2 x> +5x —6>0.

Resolucio: Estudar a variacdo do sinal da fungio f (x)=—2x?+5x—6.

a — Concavidade para________
~2x?+5x-6=0 _
A - X
X=
S e
www.cursonobre.com.br
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3.4.2 Sistemas de inequagées do 2° grau

Definicao 28 O conjunto solugdo S de um sistema de mequagdes ¢ determinado pela
interseccdo dos conjuntos solucdes de cada inequagio do sistema.

2x7 +8>x” —6x

Exercicio 59  Resolver o sistema de inequag¢des
x+5<0

Resolucio:
() = 2x7+8>x"—6x.
(i1) = x+5<0.

Resolugdo de (1):

a = Concavidadepara______
A = 3
X=
SO = . Reta real: 5
Resolucdo de (ii):
COSQAD= . Reta real 5
Intersec¢do entre (1) e (1) = (1)\(11):
(i) s"
(i) o
(i) M (i) S

Exercicio 60  Resolver a inequaciio x —4<x’—4< x+2.

Resolucio:
(i) > x—d<x’—4.
(i) = x*—4<x+2.

Resolugdo de (i):

a = Concavidade para_________ .
A = P
X =
- X
SW= . Reta real: ;
Resolugdo de (ii):
a — Concavidade para_________ .
A - 3
X=

www.cursonobre.com.br



CURSONOBRE CALCULO

Centro te Formacao Profissional

Say=_ . Reta real: i\.
Intersecco entre (1) e (i1) = (1) (11):

(@ *

(ii) S
@ © (i) s

3.4.3 Inequacdo-produto e inequacdo-quociente

Definicao 29 RESOLUCAO: Para resolver uma inequagio-produto ou uma inequagio-
quociente, fazemos o estudo dos sinais das fun¢des polinomiais envolvidas. A seguir,
determinamos o sinal do produto ou quociente dessas funcdes, lembrando as regras de sinais
do produto e do quociente de niimeros reais.

Exercicio 61  Resolver a inequagdo (x?—2x—3)(— x> =3 x+4)>0.

Resolucio:
filx) = x*2x-3 = a 0 > A= = x e X
glx) = —x23x44 = a 0 = A= = X e X,
Jx) g(x)
S&) >
&) >
S(x)-gk) >
o
2
: x"—=5x+6
Exercicio 62  Resolver a inequagio ———— >0
x°-16
Resolucio:
fIx) = y2_5v+6 = a 0 = A= = X e X,
gx) = —x*'-16 = a 0 = A= = % € X
Sx) g(x)
X X
www.cursonobre.com.br
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f&) ’
gk) =
JS)-gkx) >
S=
: X’ =5x+46
Exercicio 62  Resolver a inequagao 16 =
Resolucao:
fx) = x?-5x+6 = a 0 = A= = x e X,
glx) = —x?-16 = a 0 = A= = X e X,
Jx) g(x)
e x

~
o
-
p—
v
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4 Funcao Exponencial

4.1 Revisao de potenciacao

4.1.1 Poténcias com expoente natural
Sendo ¢ um numero real e #» um numero natural, com » =2, definimos:

n_ . . . .
(Eq4) a =a-a-a-...-a.
nfatores

Para n=1e n=0 sdo definidos:
1
(Eq.5) a =a.

(Eq.6) a’=1(a=0).

4.1.2 Poténcias com expoente inteiro

Se @ é um ntimero real ndo-nulo (@ =0) e » um niimero inteiro e positivo, definimos:

|
(Eq.7) a '=—.

n

4.1.3 Poténcias com expoente racional

: . , .- m . . . . .-
Se a é um numero real pOSlthO € — um numero 1‘ac101lal, com n mtewro pOSlTlV 0.
n

definimos:
(Eq.8) a"=7Na".

4.1.4 Poténcias com expoente real

Podemos considerar que as poténcias com expoente real tém significado no conjunto

dos mimeros reais. Temos, por exemplo: 10"/E =25.954553519470080977981828375983.

4.1.4.1 Propriedades

Para as poténcias com expoente real sdo validas as seguintes propriedades operatorias:

o a":a"=a""" (a=z0).

(a?’r'l)?’.i‘ — a?!?-??

(a-D)'=a"-b".
. [%] _z—: (b =0).

www.cursonobre.com.br
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Exercicio 64  Dé o resultado mais simples de (5°-5°): 5'°.

Resolucio: Usando as propriedades, temos:
(53 . 56 ) 510 —
2 P
Exercicio 65  Calcule o valor da expressao [—J +(EJ -6°
Resolucio:

»)x+5 _n x+2
Exercicio 66  Simplifique — —

Resolucio:
2x—5 . 2x—2

2x
4
3

Exercicio 67 Calcule 83.

Resolucio:

Exercicio 68  Determine o valor de 81%7:81%2.

Resolucao:
81%7:81%7=

Exercicio 69  Qual o valor de (IO‘E)‘E 1(0,1)°?

Resolucio:

4.2 Equacoes exponenciais

Definicao 30  Chama-se equacio exponencial toda equag¢io que contém
expoente.

Exemplo:

e 2°=]6.

www.cursonobre.com.br
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4.2.1 Resolugio de equagoes exponenciais

Para resolver uma equacdo exponencial, devemos transforma-la de modo a obter
poténcias de mesma base no primeiro e no segundo membros da equagdo utilizando as
defini¢des e propriedades da potenciagdo. Além disso, usaremos o seguinte fato:

Definicio 31 Se a >0, a=1 e x ¢ a incognita, a solucdo da equacdo a =a? é x=p .

Exercicio 70 Resolver a equagio 4" =512.

Resolucio: Usando as propriedades das poténcias, vamos transformar o 12 e 2 membros
da equacio em poténcias de mesma base:

Exercicio71  Uma empresa produziu, num certo ano. 8000 unidades de determinado
produto. Projetando um aumento anual de producao de 50%. pergunta-se:

e a) Quala producio P dessa empresa ¢ anos depois?
e b) Apods quantos anos a producdo anual da empresa sera de 40500 unidades?

Resolucio:

5
e a) Obs:50%= —0:0,5
100

e b) Fazendo P=40500, na féormula anterior, obtemos a equagio:

Desse modo, a producdo anual da empresa sera de 40500 unidades apds

Exercicio 72

Determine o conjunto solucéo da equagdo 812 =1 no universo dos n(imeros
reais.

Resolucéo:
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4.2.2 Resolucdo de equagies exponenciais com o uso de
artificios

Para se resolver determinadas equacdes exponenciais, sdo necessarias algumas
transformagdes e artificios.

Exercicio 73  Resolver a equagdo 4*—5-2% +4=0.

Resolucio: Usando as propriedades da potenciag¢do, vamos fazer uma transformagio na
equagdo dada:

Exercicio 74  Determine o conjunto solu¢io da equagao 5% —357"=24.

Resolucio: Preparando a equagdo, temos:

4.3 Func¢ao exponencial

Definicio 32 A fungdo f:R—>R dada por f(x)=a* (com a>0e a=zl) é denominada
fungdo exponencial de base a.
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4.3.1 Grdfico da fungdo exponencial no plano cartesiano

Dada a fungdo f:R—> R, definida por f(x)=a” (com a=>0e a=zl), temos dois
casos para fracar seu grafico: (1) a>1e (1) O<a<l1.
e () ax>l.

Exercicio 75  Tracar o graficode f(x)=2".

Resolucio:
x| f(x)=2" I
-2 g —_
yi —
g -
-1 5 ]
0 3 —
2 > —_
3 ! —
4i-3i-2i-11 0 11 @2 344§ ¥
OBS. 9: Quanto maior o expoente x, maior € a poténcia a* . ou seja. se a>1 a fungio

f (x)=a” é crescente.

e (i) O<a<l.

]_ X
Exercicio 76~ Tragar o grafico de f (x)= [E} .

Resolucio:
1 x 4y
x | fx ):[— _—
2 g 1
-3 7 .
-2 £ -
-1 3 -
0 4 4
% o —
: 2
1 -
2 ; "
4i-3i2i-13 0] B oD i34 Y
OBS. 10: Quanto maior o expoente x, menor € a poténcia a*, ou seja. se 0ka<l a

fungdo f (x)=a" é decrescente.

Com base no grafico, podentse tirar algumas consideracdes:
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4.3.2 Caracteristicas da fungdo exponencial

Seja f:R— R, definida por f (x)=a* (com a>0e a=l).
¢ Dominio da fungdo f sdo todos os nimeros reais = D=R.
¢ Imagem da fungio / sdo os numeros reais positivos = Im =R, .
¢ A curva da func¢éo passa pelo ponto (0.1).
e A fungdo é crescente para a base a>1.

e A funcio é decrescente para a base 0<a <1.

4.4 Inequacoes exponenciais

Definicao 33 S#o0 mnequagdes exponenciais aquelas que aparecem incognitas no expoente.

4.4.1 Resolucgdio de inequagies exponenciais

Para resolver inequagdes exponenciais, devemos observar dois passos importantes:
¢ 1) Reduc¢do dos dois membros da mequagio a poténcias de mesma base;

e 2) Verificar a base da exponencial. a>1 ou0<a <1, aplicando as propriedades abaixo.

Caso (1): a>1 Caso (i1): O<a<l
a">a" = m>n am>a" = m<n
As desigualdades tém mesmo sentido As desigualdades tém sentidos diferentes

Exercicio 77  Resolva a mequagio 2% >32.

Resoluciao:

Exercicio 78  Resolva a inequagéo («/g)hz_le_*l.

Resoluciio:
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x+3 1 2x—
Exercicio 79  Resolva a mequag¢éo (5] M(EJ :

Resolucao:

S Funcao Logaritmica

5.1 Definicao de logaritmo

Definicio 34  Dados dois nimeros reais positivos, a e b, com «a =1, existe um tinico nimero

real x de modo que a*=»A. Este nimero x é chamado de logaritmo de » na base a e indica-
se log, 0.

Podemos entao, escrever:
(Eq9) a"=b < x=log, b (1za>0e b>0).
Na igualdade x=log, b, temos:

e « ¢ a base do logaritmo;
¢ D é o logaritmando ou antilogaritmo;
e x éo0 logaritmo.

Calcular o valor de x nos exercicios seguintes:
Exercicio 80 ]0g2 32=x.

Resoluciio:

Exercicio 81 ]0g4 l6=x.

Resolucio:

Exercicio 82 logs x=1.

Resolucio:

Exercicio 83 log,81=x.
Resolucio:
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Exercicio 84 logl=x.

Resolucio:

OBS.

11: |log b = significa log10b|. Quando néo se indica a base, fica subentendido que

a base é 10.

5.2 Conseqiiéncias da defini¢ao

Tome 12 a >0, b>0 e m um numero real qualquer. Da definicdo de logaritmos, pode-

se verificar que:

e 1)

o 2)

e 3)

o 4)

N
™

02)

O logaritmo de 1 em qualquer base ¢é igual a zero.

log , 1=0, pois a’=1.

O logaritmo da propria base é igual a 1.

log , a=1, pois at=a.

O logaritmo de uma poténcia da base € igual ao expoente.

log,a™=m,pois a” =a™

O logaritmo de b na base a € o expoente ao qual devemos elevar a para obter b .

a"%’ =p pois a*=b = x=log b.

Propriedades dos logaritmos

Logaritmo de produto
log ,(x-v)=log, x+log, v (1a >0, x>0e y>0).

Logaritmo de quociente

loga(%}:loga x—log,v (1za >0, x>0e y>0).
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e 3) Logaritmo de poténcia

log, x"=m-log,x (1za=>0, x>0e meR).

5.4 Cologaritmo

Cologaritmo de um numero positivo b numa base a (1za>0) é o logaritmo do
inverso desse niimero b na base a.

(Eq.10) cologab_]oga[%J = |cologab:—logab|(l:tn>0 e b>0).
\

Exercicio 85  Sabendo que log3=a e log5=5, calcule os logaritmos abaixo, em fun¢ido de

aeb.

e a) logls

Resoluciio:

e b) log675
Resolucio:

eC)log 2
Resolucéo:

5.5 Mudanca de base

As propriedades logaritmicas sdo validas para logaritmos numa mesma base, por isso,
em muitos casos, € conveniente fazer a conversdo de logaritmos de bases diferentes para uma
unica base.

A seguir, sera apresentada a formula de mudanca de base.
Seja:
log,b=x = a*=b.

Aplicando o logaritmo na base ¢ em ambos os membros, obtemos:

lo
log.a"=log.b = x-log,a=log.b = x= Bc ,mas x=log _b.
log.a
Entao:
log b
Eq1l) log,b=—22 (1240, 12c>0 e b>0).
log a

Exercicio 86  Sendo log 2=0.3 e log 3=0.4, calcule log, 6.

Resolucio:
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Exercicio 87  Resolva a equagido log, x +log, x +log,, x=7.

Resolucio:
A condigdo de existéncia é .

Logo. o conjunto solugao é:

Exercicio 88  Resolva a equacao log, (x+2)+log,(x—2)=5.

Resolucéo:
Condigdes de existéncia sdo: x +2>0 e x —2>0 = x >-2 e x >2. Entdo: x >2.

Logo, o conjunto solucao é:

S S 1.
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5.6 Funcao logaritmica
A fungio exponencial g:R— R, definida por g(x)=a* (com lza=>0) é bijetora.
Nesse caso, podemos determinar a sua fungdo inversa. E a fun¢do logaritmica definida abaixo.

Definicio 35 A fungido f:R.— R definida por f (x)=log,x (com Ilza>0) é chamada

fungéo logaritmica de base a.

5.6.1 Grdfico da funcgdo logaritmica no plano cartesiano

Como os graficos de funcgdes inversas sdo simétricos em relacdo a bissetriz dos
quadrantes impares, o grafico da fungéo logaritmica é de imediata construgdo, uma vez que ja
vimos o grafico da fun¢do exponencial.

Seja f:R. > R.talque y=log,x e f ":R—>R. talque y=a". Os graficos de f
e /! serdo plotados no mesmo plano cartesiano ortogonal.

o () a>1.

i=oas]
\;

/s
7/ ]

|Fig. 11]: Grafico da funcio logaritmica e exponencial ( ¢ >1).

e (i) O<a<l.
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[Fig. 12]: Grafico da funcao logaritmica e exponencial (0<a <1).

5.7 Inequacoes logaritmicas

Chamamos de mequac¢io logaritmica toda inequagido que envolve logaritmos com a
incognita aparecendo no logaritmando, na base ou em ambos.

Exercicio 89  Resolva a inequagao log (x=3)= log%4.

Resolucao:
Condi¢do de existéncia:

() >
(i) >
(1) M (i) ¥
S={ }

Exercicio 90  Resolva a mequacédo log, (x?—x)z log, (2x+10).

Resolucéo:

A solucdo da inequacao deve satisfazer as trés condigdes:
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® R
(ii) x
(iii) X
(i) M (i) M (iii) - N R i X
L S H

Exercicio 91  Suponha que o pre¢o de um carro sofra uma desvalorizagdo de 20% ao ano.
Depois de quanto tempo, aproximadamente, seu preco caird para cerca da metade do preco de
um carro novo? (Use log,,2=0.3)

Resolucio:
p=po(1-0.2)"

O preco do carro caira para a metade do preco do carro novo depois de ................ anos.

6 Trigonometria

Trigonometria é o ramo da Matematica que tem por objetivo a resolugéo completa dos
triangulos, ou seja, a determina¢do da medida de seus lados e seus angulos internos,
enriquecendo o estudo da Geometria Plana.

Seu significado original: (tr1) trés, (gonos) angulo, (metria) medida.

6.1 Triangulo retangulo

Tridngulo retangulo é aquele que possui um angulo interno reto. O lado oposto ao
angulo reto é chamado de hipotenusa e os outros dois lados sao chamados de catetos.

A
c b
h
m -] m
B a H C
[Fig. 13]: Elementos do trifingulo retingulo
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Na figura, temos que:
e a=BC éa hipotenusa;
o h=AC e c=AB sio os catetos;
e /1=AH ¢é aaltura relativa a hipotenusa;
e m=BH éa projecio ortogonal do cateto 4B sobre a hipotenusa;

e n=CH ¢é aprojecio ortogonal do cateto AC sobre a hipotenusa;

e 4. B e C sdo os angulos internos.

6.2 Relacoes métricas no triangulo retangulo
Com base na figura anterior, as seguintes rela¢gdes métricas sdo validas:

a*=b*+c* (Teorema de Pitagoras) —» o quadrado da hipotenusa é a soma dos
quadrados dos catetos;

h*=m-n — o quadrado da altura é o produto das projecdes dos catetos:

c’=m-a e b*=n-a —> o quadrado do cateto é o produto de sua projecio pela
hipotenusa;

b - ¢ =a-h — o produto dos catetos é o produto da hipotenusa pela altura.
Exercicio 92

Observando a figura, calculea,h, men.

Resolucio:
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Exercicio 93 ~ Num tridngulo retingulo os lados tém medidas x—1, x e x+1. Determine
essas medidas.

B

Resolucio:
Num triangulo qualquer, a medida do maior lado é sempre menor que a soma das medidas

dos outros dois, portanto, devemos ter x+1<x+x—1 para que exista o tridngulo.
Logo:

Aplicando o teorema de Pitdgorasao A 4 B C, temos:

As medidas dos lados Sa0 .................... ) e € e unidades de comprimento.

0.3 Razées trigonométricas no triangulo retangulo

Consideremos o angulo de medida o da figura seguinte, de vértice B e lados BA e

—_—

BC.

C: Cy
C//

-] [] [-] [l D >
B c A A1 A Az As
[Fig. 14]: Razoes trigonométricas no triingulo retangulo.
Os ftriangulos B 4C, B 4 Cy, BA,C,, B4;C;, BA4,C,. ... sdo todos

semelhantes. Logo, existem razdes entre estes tridangulos. Iremos nomear estas razdes por: &,

ky e ks.
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Desenvolvendo as razoes, temos:

AC _AC, A0, 4G 4,0,

17Bc BC, BC, BC, BC,

B4 B4, B4, B4, B4,
~ BC BC, BC, BC, BC,

%)

_4c 46 4,0, 46 4,0,
B4 B4, B4, B4, B4,

3

As razdes ky, k, e k; dependem somente da nedida do angulo considerado. Dai,

pode-se simplificar a figura anterior a apenas um triangulo 4 B C seguinte.

C
a
b
o -
B z A

[Fig. 15]: Triingulo 4 B C que define as razoes.

Estas razdes podem ser escritas, considerando-se como base o angulo o, através da
hipotenusa «, o cateto oposto b e o cateto adjacente c¢:

AC _2_ Cateto oposto _ Cateto oposto

(Eq.12) seno=k=——= : — seno=——
BC a  Hipotenusa Hipotenusa
B4 ¢ Cateto adjacente Cateto adjacente
(Eq.13) cosu=k,=——=—= _ = cosa= ——
C a Hipotenusa Hipotenusa
AC b  Cateto oposto Cateto oposto
(Eq.14) tano=/k;= == P — tan o= P

BA ¢ Cateto adjacente Cateto adjacente

Exercicio 94  Determine sen B . cos B e tan B no triangulo retangulo 4 B C'.

C

b=

A

Resolucio:
senB=_________
cosB=______
tan B=____
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Exercicio 95  Um garoto esta empinando pipa, e o fio forma com a horizontal um angulo de
30°. Calcule a que altura do solo se achara a pipa quando estiver na vertical que passa por uma

arvore situada a 300 metros do garoto. Sabe-se que tan 30°=0.57.

300 metros

Resolucio:

h= metros.

6.4 Consequéncias das definicdes

Dado o triangulo retangulo abaixo, podemos chegar a algumas conclusdes, com base
nas definigcdes dadas.

B

[Fig. 16]: Tridngulo 4 B C, conseqiiéncias das definicdes.

6.41 A ngulos complementares
a+B=90°

O seno de um angulo agudo € igual ao co-seno de seu complemento.

b b
(Eq.15) seno=— e €c0SP=— — senc=cosf3.
a a

c C
(Eq.16) senfi=— e cosa=— —> senfi=cosa.
a a

A tangente de um angulo agudo € igual ao inverso da tangente de seu complemento.

b :
(Eq.17) tanco=— e tan [3:E = tan o= )
c b tan3
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6.4.2 Divisdo

send '2' b . send.
=—=—=tanu = tan o= .
cos -af- c coS ol

6.4.3 Aplicando o teorema de Pitdgoras

2 2 2 2 2 2
2 2 2 C 2 2 ] C . 2 2 b +c
sen 0{:—,’ e COS 0{:—2 — Sen-o+cos [1:—2"‘—,’ — Sen-o+cos o=

a a a a a

Aplicando o teorema de Pitdgoras no tridngulo 4 B C. temos que a’=b*+c”. Logo:

2 2 2

a
sen2a+cosza: = SeI]2[1+0082[1:—2 = sen2a+c052a:1.

a a

Entdo:

(Eq.18) sen’o+cos’o=1.
1
Exercicio 96 Sendo sen 30025 . calcular cos30°, tan 30°, sen60°. cos60° e tan 60°.

Resolucao:

2
Exercicio 97 Sendo sen45°—%, calcular cos45° e tan 45°.

Resolucio:

6.5 Angulos notaveis

Os valores da tabela seguinte aparecem com freqiiéncia, por isso os angulos nela
contidos sdo chamados notaveis.

0° 30° 45° 60° 90°
sen 0 l Q £ 1
2 2 2
Ccos 1 £ ﬂ l 0
2 2 2
tan 0 £ 1 3 4
3
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Exercicio 98  (PUC-RS) De um ponto A, no solo, visanrse a base B e o topo C de um bastao
colocado verticalmente no alto de uma colina, sob angulos de 30° e 45°, respectivamente. Se o
bastdo mede 4 metros de comprimento, a altura da colina, em metros, € igual a:

C

4m

%

h

'
W
=

=}

Resolucao:

A altura da colina é de metros.

Exercicio 99  (UFOP-MG) Um homem deseja determinar a largura de um rio. Entdo, de um

ponto da margem, mede o angulo de elevacio do topo de um poste situado na margem oposta,

obtendo 11°. Afastando-se 15 metros, ele obtém o novo angulo de 9°. Calcule a largura do rio.
Tome como base os dados seguintes: tan 9°=0.158 e tan 11°=0,194.

pe -.-::;r-f"""""'” ”
e ) y
B e § 1 2
Rio
15m X
Resolucio:
Alarguradorio @ de .......ccceevveecececnenn metros.
www.cursonobre.com.br

56



CURSONOBRE CALCULO

Centro de Formacdo Profissional
6.6 Circunferéncia trigonométrica ou ciclo
trigonométrico

6.6.1 Arco de circunferéncia

Considerando dois pontos A e B de uma circunferéncia:

B A=B
A

[Fig. 17]: Arco de circunferéncia.
Chamamos de arco AB a qualquer uma das partes dessa circunferéncia, compreendida

N AN
entre os pontos A e B. o qual indicaremos por 4B ou BA. Os pontos A e B sio as
extremidades do arco AB e pertencem a ele.

Quando A=B, dizemos que uma das partes € o arco nulo e a oufra é o arco de wma

volta.

0.6.2 Medidas de arcos

Definicio 36 Grau: um grau (1°) € o arco unitario que corresponde a —— da circunferéncia.
360

Definicao 37  Radiano: um radiano (1 rad) é o arco que tem o mesmo comprimento do raio

da circunferéncia que o contém.

Conseqiientemente, radiano (1 rad) é o arco unitario que corresponde a — da
2n

circunferéncia.

Na circunferéncia abaixo, o raio 7 tem o mesmo comprimento do arco AB.

=
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[Fig. 18]: Circunferéncia de raio 7.
m(AB)=m( A0)=1 rad.

Por outro lado, a medida do comprimento da circunferéncia se calcula através da
férmula:

C=2nr.

Mas, pelo fato de termos considerado o raio » e o arco AB com a mesma medida (1
rad), entdo:

(Eq.19) C=2m rad.

Dai pode-se tirar medidas parciais da circunferéncia em radianos.

C

—=7 rad;
2

E:E rad
4 2
EZE rad
8 4

Relagdes entre graus e radianos:

arco grau Radiano

360° 27 rad
180° 7 rad
90° I rad
2
90° L rad
2
45° I rad
_/ 4

Exercicio 100 Converter em radianos a medida do arco de 30°.

Resolucio: Como sabemos que 180°=x r1ad, podemos fazer uma regra de trés sumples
diretamente proporcional:
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Logo. 30° correspondema _____rad.ou30°=__ rad.
. in
Exercicio 101 Converter em graus a medida do arco de > rad.

Resolucio: De forma semelhante ao exercicio anterior, usa-se a relagdo 7 rad=180°.
Substitui-se no arco dado e efetuanrse as operagdes:

3n 3n
Logo, — rad correspondem a ,ou — rad =
' 2

6.6.3 Ciclo trigonométrico

Considere a figura abaixo:

h}t
II quadrante I quadrante
O r=1 | 'x
IIT quadrante IV quadrante

[Fig. 19]: Quadrantes no ciclo trigonométrico.
e O centro da circunferéncia comncide com a origem de um sistema de coordenadas
cartesianas;

e O raio da circunferéncia corresponde a uma unidade de medida dos eixos perpendiculares.
Definicao 38  Ciclo trigonométrico ¢ uma circunferéncia a qual se associa um sistema de
coordenadas ortogonais com origem no centro, tendo como raio a unidade de medida dos
eixos.

A medida de um arco num ciclo frigonométrico ¢ feita através das seguintes
convengoes:

=. anti-horario

®
4(1,0)

= T >
r=1 ] X

&

&~ horario

S

[Fig. 20]: Media de arcos no ciclo trigonométrico.
Os arcos trigonomeétricos tém:
e Origem no ponto A4 (1,0);

e Medidas algébricas positivas, se marcados no sentido anti-horario, e negativas, se
marcados no sentido horario.

6.6.4 Arcos congruos
www.cursonobre.com.br
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Definigéo 39

Os arcos que tém mesma extremidade e diferem apenas pelo nimero de volta inteiras sdo chamados

de arcos congruos.

Exercicio 102
Com base no arco da figura abaixo, preencher a tabela a seguir:

Resolucao: X
ARCOS CONGRUOS
GRAUS RADIANOS
60°=60°+0-360° 60°=60°+0-360° I_Z . 0an I_ZTi02x
3 3 3
7; 5t 7
420°=60°+1-360° ~300°=60°—1360° TT: _______________________________ - Tﬂ L
780°= _1020°= 197 _ L
______________________________________________________________ p— Py
37; 47;
1860°= -2460°= TT: _______________________________ _ TT -

Definicio 40  Se um arco mede o graus, a expressao geral dos arcos congruos a ele é:

o+k-360°. com k € Z (Z sido os nimeros inteiros).

Definicéo 41 Se um arco mede o radianos, a expressdo geral dos arcos congruos a ele é:
o+2k T, comk e Z .

6.6.4.1 Regra para se obter arcos congruos

Seja oo um arco dado em graus ou radianos. (Obs: uma volta é 3600 ou 2r rad)
e Dividir o por uma volta;

e Multiplicar o resultado por uma volta;

e Se o é negativo, somar e subtrair uma volta.

Exercicio 103
Obter arcos congruos a 7500.
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Resolucgéo:
e Dividir a por 3600:

e Dividir o por 360°:
ane

7500 —— = 2
360°  360°

e Multiplicar o resultado por 3600 :
300-+2x3600.
Arcos congruos a 7500 = 300+k -3600.

Exercicio 104
Obter arcos congruos a —10500.

Resolucgéo:
e Dividir a por 3600:

e Dividir o por 360°:
330°
=- -2
360° 360°
e Multiplicar o resultado por 3600 :
—-3300-2x3600.
e Somar e subtrair 3600 :

—-3300—-2x3600+3600—3600.
300—-3%x3600.

—-1050°x

Arcos congruos a —10500 = 300-+k -3600.

37w

Exercicio 105  Obter arcos congruos a

Resoluciio:
e Dividir o por 27:
37w 1 37 1

X—= —=—43
6 2m 12 12

e Multiplicar o resultado por 2x:

L3021,
6

-

. 37
Arcos congruos a

T E+211:7t.
6
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. R 47n
Exercicio 106 Obter arcos congruos a — T .

Resolucao:

e Dividir a por 27:

4m 1 47 11

6 21 12 12

e Multiplicar o resultado por 27:

———327.
6

Somar e subtrair 27:

11
—%—3-23‘c+2n—2ﬁ.

T
——4.27.
6

Arcos congruos a — % = E+23rrc.

Exercicio 107 Um mével, partindo do ponto A (figura acima), percorreuum arco de 1690° na

circunferéncia trigonométrica. O moével deu quantas voltas completas e em que quadrante
parou?

Resolucao:

1690 360

Expressio geral = 1690°=
Numero de voltas =

O arco de 1690° tem a mesma extremidade que o arco de

O mével deu ___ voltas completas no sentido anti-horario.
Como O« o« °, o mével parouno ___ quadrante.
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6.7 Seno e cosseno de um arco

Tome o arco o dado na figura abaixo:

[Fig. 21]: Arco o para o conceito de seno e cosseno.

Seno de um arco € a ordenada do ponto P.

(Eq.20) sena=ON =MP.

Cosseno de um arco € a abscissa do ponto P.

(Eq.21) cosa=0M = NP

6.7.1 Consequiéncias

Para qualquer ponto da circunferéncia, a ordenada e a abscissa nunca sdo menores que —1 nem maiores
que +1. Por isso dizemos que seno e cosseno sdo nimeros compreendidos entre —1 e +1, 0 que nos permite
concluir:

(Eq.22)-1<senaa<le-1<cosa<1

6.7.2 Funcéao seno e funcéo cosseno
Funcéo seno é a funcdo que associa a cada arco xeR 0 nimero sen xe R, ouy =sen x .

Funcéo cosseno € a funcdo que associa a cada arco XxeR 0 nimero cos xe R, ou'y =Cos X .

6.7.3 Grafico das func¢des seno e cosseno

Para estudar a funcdo seno ('y =sen x ) e a funcdo cosseno ( y =cos X ) vamos variar no intervalo
[0,27].
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6.7.3.1 Funcdo seno

y=senx
Iy ]Iy

p —= \._._r

/ ol \A N S X 3}"5 27 >

\\ /] - §
..... = 4

[Fig. 22]: Grafico da funcao seno.

6.7.3.2 Conclusoes

e O dominio da funcdo y =sen x é o conjunto dos numeros reais, isto €, D=R .

e A imagem da funcdo y =sen x é o intervalo [-1,+1], isto é, —1< sen x <+1.

e Toda vez que somamos 2x a um determinado valor de x , a fun¢éo seno assume o mesmo valor.
Como 27 € 0 menor numero positivo para o qual isso acontece, 0 periodo da funcdo y =sen x € p =2r.

Essa conclusdo pode ser obtida, também, a partir do ciclo trigopnométrico onde
marcamos 0 arco X .

Quando adicionamos 2k = ao arco x , obtemos sempre 0 mesmo valor para o seno,
pois a fungédo seno € periddica de periodo 2.

(Eq.23) sen x =sen( x +2 k «), k €Z (Inteiros).

6.7.3.3 Seno é funcgdo impar

No ciclo trigonométrico, os pontos correspondentes aos nimeros X e — X tém imagens simétricas em
relacdo ao eixo das abscissas. Dai resulta que as ordenadas desses pontos tém o mesmo valor absoluto,
porém, sinais opostos. Entéo, sen(— x )=—sen X .

Quando uma funcao f é tal que f (— x )= f ( x ), para todo x do seu dominio, dizemos que f € uma

funcéo impar.
Como sen(— x )=—sen x , para todo x real, podemos afirmar que a fungéo seno é impar.

6.7.3.4 Funcao cosseno

y =COS X
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[Fig. 23]: Grafico da funcio cosseno.

6.7.3.5 Conclusfes

e O dominio da funcdo y =cos x € o conjunto dos nimeros reais, isto é, D=R .

e A imagem da funcdo y =cos x é o intervalo [-1,+1], isto é, —1< cos x <+1.

e O periodo da funcdo y =cos x é p =2r.

Essa conclusdo pode ser obtida, também, a partir do ciclo trigonométrico onde marcamos o arco X .
Quando adicionamos 2 k 7 ao arco x , obtemos sempre 0 mesmo valor para o0 cosseno, pois a fungao

cosseno € periodica de periodo 2.

(EQ.24) cos x =cos ( x +2 k «t), k €Z (Inteiros).
6.7.3.6 Cosseno é funcgéo par

No ciclo trigonométrico, os pontos correspondentes aos nimeros X e — X tém imagens simétricas em

relacdo ao eixo das abscissas. Dai resulta que esses pontos tém a mesma abscissa. Entdo, cos (— X )=Ccos X .

par.

Quando uma funcao f é tal que f (— x )=f ( x), paratodo x do seu dominio, dizemos que f € uma funcao

Como cos (— x )=cos x , para todo x real, podemos afirmar que a fun¢do cosseno é
par.

Exercicio 108
Construa o grafico da funcdo y =2sen x , dando o dominio, a imagem e o periodo.

Resolucao:
R senx 2senx Y
T
2
I
3_1‘(
2
2n
Observando o grafico, temos:
D= Im=[___. __lep=___
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} R X .. _
Exercicio 109 Construa o grafico da fung¢do vy =cos > dando o dominio, a imagem e o

periodo.

Resolucio:

R ol a vla ovlx

Observando o grafico, temos:

6.8 Tangente de um arco

Tome o arco o dado na figura abaixo:

A .
eive das tangentes

[Fig. 24]: Arco o para o conceito de tangente.

Tangente de um arco € a ordenada do ponto T (segmento AT).

(Eq.25) tano=AT .

6.8.1 Consegqiiéncias

¢ O eixo vertical, suporte de 47 , é chamado eixo das tangentes.

: . : n
¢ Podemos dizer que tan o so é definidase e R e aiE +kn (ke Z).

6.8.2 Funcao tangente

Funcdo tangente € a fun¢do que associa a cada arco xeR , com X #27
+k t (k € Z), 0 nUmero tan xeR , ouy =tan x..

6.8.3 Grafico da funcdo tangente

Para estudar a funcdo tangente (y =tan x ) vamos variar x no intervalo [0,2x].
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[Fig. 25]: Grafico da funcio tangente.

6.8.3.1 Conclusées

. < ) . , . m
¢ O dominio da fungdo y=tan x é o conjunto dos numeros reaisx € R, com xz—+km
2

(ke Z).,istoé, D={xecR/ xingirﬂ._ keZ}.

¢ A imagem da funcdo y =tan x é o conjunto dos numeros reais.

e Toda vez que somamos k t a um determinado valor de x , a funcéo tangente assume o mesmo valor.
Como & € 0 menor nimero positivo para o qual isso acontece, o periodo da funcdo y =tan x € p =m.

(Eq.26) tan (x+k m)=tan x , k €Z .

6.8.3.2 Tangente é uma funcéo impar
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T
Como tan (— x)=—tan x, para todo x real, com x;tEJrk n (k € Z). podemos afirmar

que a fungao tangente é impar.

6.9 Cotangente de um arco
Tome o arco a dado na figura abaixo:

‘B C R

eixe das
cotangertes

[Fig. 26]: Arco o para o conceito de cotangente.

Cotangente de um arco é a abscissa do ponto C (segmento BC).

(Eq.27) cot a=BC .

6.9.1 Conseqiiéncias

¢ O eixo horizontal, suporte de BC . é chamado eixo das cotangentes.

e Podemos dizer que cota so € definidase ac R eazkn (ke Z).

6.9.2 Funcgdo cotangente

Fungdo cotangente é a fun¢do que associa a cada arco xe R, com xzkn (keZ), o
numero cot x € R, ou y=cot x.

6.9.3 Grdfico da fungdio cotangente

Para estudar a fun¢do cotangente ( ¥ =cot x) vamos variar x no intervalo [0.27].

r ;J"

—
—
—
>
—
—
kY
o
“y

-0,58
-1

|

|

|

|

|

|

3 2|

T 37

|

|

|

1

|

|

|

-1,73
\

\

[Fig. 27]: Grafico da funcio cotangente.

6.9.3.1 Conclusdes
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e O dominio da funcéo y =cot x é o conjunto dos numeros reais XxeR , com x =k &t
(ke Z),iso é, D={ xeR/x#km, k e Z}.
e A imagem da funcgdo y =cot x é o conjunto dos numeros reais.
e Toda vez que somamos k = a um determinado valor de x , a fun¢do cotangente assume 0 mesmo

valor. Como 7 € 0 menor nimero positivo para o qual isso acontece, o periodo da funcdo y =cot x € p =m.

(Eq.28) cot ( x +k m)=cot x , k €Z .

6.9.3.2 Cotangente é uma fungdo impar

Como cot (— x )=—cot x, paratodo x real, com x #k = (k € Z ), podemos afirmar que a fungéo
cotangente é impar.

6.10 Secante e cossecante de um arco

Tome o arco o dado na figura abaixo:

b

D

Tragando uma reta tangente a circunferéncia pelo ponto P, mterceptamos o eixo das
abscissas no ponto S e o eixo das ordenadas no ponto D.

(Eq.29) seca=0S.

(Eq.30) cosseco=0D .
6.10.1 Funcdo secante e cossecante

, N . 7
Fung¢ao secante é a fun¢do que associa a cada arco x€R.com xz—+kn (keZ). o
numero secx e R.ou y=secx

Fungdo cossecante é a fungdo que associa a cada arco x€ R, com xzkn (keZ), o
nimero €ossecxy < R.,ou y=cossecx.

6.10.2 Gridfico da fung¢do secante

Para estudar a funcdo secante ( y =sec x ) vamos variar x no intervalo [0,27].
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[Fig. 29]: Grafico da funcio secante.

6.10.2.1 Conclusoes

¢ O dominio da fun¢do y=secx €é o conjunto dos nimeros reaisx € R. com xz—+kT
2
L s .
(ke Z),istoé, D={xeR/ x:tEJr;’rﬁ._ keZ}.
e A mmagem da fun¢do y=secx é o conjunto dos numeros reais maiores ou iguais a 1 ou

menores ou iguais a —1. 1stoé, Im={y e R/ y=lou y<-1}.

¢ Toda vez que somamos 2k 7 a um determinado valor de x. a fungdo secante assume o
mesmo valor. Como 27 é o menor niimero positivo para o qual isso acontece, o periodo da
fungdo y=secx é p=2m7.

(Eq.31) sec(x+2km)=secx.kcZ.

6.10.3 Grdfico da fungdo cossecante

Para estudar a fun¢ao cossecante ( ¥ =cossec x ) vamos variar x no intervalo [0.27].

Y AJ.' | |
J S——— - 2 I I |
" I I
1,41 ; ;
1,15 i {
1 [ I 1
! I I
. I I 332 ZﬁI .
O %as 7T B
1 I I
-1,15 i i
-1,41 | |
I |
-2
I I
| |
[Fig. 30]: Grafico da funcio cossecante.
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6.10.3.1 Conclustes

e O dominio da funcdo y = cos sec x € o0 conjunto dos nimeros reais xeR , com x =k «t

(ke z),istoé, D={xeR/x=kn, ke Z}.

e A imagem da fungdo y = cos sec x € 0 conjunto dos nimeros reais maiores ou iguais a 1 ou
menores ou iguaisa -1, isto ¢, Im={y e R/y>1ouy <-1}.

e Toda vez que somamos 2k © a um determinado valor de x , a fungdo cossecante assume o0
mesmo valor. Como 7 € 0 menor nimero positivo para o qual isso acontece, o periodo da
funcgdo y =cos sec x é p =2x.

(EQ.32) cos sec( x +2 k m)=cos sec x , k €Z .

6.11Relacoes trigonométricas

Serd feito o estudo das relagdes que existem entre as fungdes trigonomeétricas, pois elas
tém muitas aplicagcdes na trigonometria e fora dela. Para as deducdes das relacdes, tomaremos
como base o ciclo trigonométrico e um angulo o dado.

A .
etve das tangentes

D
erixo das
B ¢ cotangentes
>

[Fig. 31]: Funcades trigonométricas no ciclo.

Podemos identificar as funcdes trigonométricas no ciclo, em relag¢do ao angulo o:

seno=ON : cosa=0M : tan a:f; cota=BC : seca=0S e cosseca=0D .

Analisando as fungdes no ciclo e fixando inicialmente o dngulo o, podemos fazer as
seguintes mudancas, para facilitar o entendimento das relag¢des trigonométricas:
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I
SR Iy

[Fig. 32]: Funcoes adaptadas no ciclo.

Com as novas adaptagdes, temos as seguintes fungdes:

seno=AB : cosa=04: tan a:@; cota:ﬁ; seca=0D e cosseca=OF .

Dai tiranrse trés triangulos semelhantes:

AOAB=AOCD=AOFF .

B D
o
) senct 5"’& ano
0% coso M o 1T ¢

[Fig. 33]: Triangulos semelhantes.

6.11.1 Usando o teorema de Pitagoras

e sen®o+coso=1;

e tan “a+1=sec’a;

e cot 2o+1=cos sec’a..

6.11.2 Usando semelhanca entre triangulos

Com base na figura acima, tome as seguintes proporcdes, dadas as razdes entre 0s
triangulos:
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_ . &) seca 1
Razdes do triangulo @ para {®: = = seco= :
1 cos O cos ol
tano. senc seno.
= — tan o= .
1 cos . CcoS L
,"\
N . cosseco 1 1
Razdes do tridngulo @ para kl): = = cosseco= :
1 seno senc.
coto. cosc cosc
= f— coto= .
1 seno seno.
—
N . cosseco  seco seco
Razoes do triangulo @ para @): = — cosseco= ;
1 tano tano
cota l 1
= = cotu= .
1 tano tano

Com base nos trés tridngulos semelhantes da figura anterior. resolva os exercicios que
seguiem abaixo:

1,2
Exercicio 110 Determine as razdes que se pede abaixo, do triangulo para J :

Resolucio:

Exercicio 111 Determine as razoes que se pede abaixo, do triangulo @ para @

Resolucio:

Exercicio 112 Determine as razdes que se pede abaixo, do triangulo {® para @

Resolucio:

seco= .
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6.121dentidades trigonométricas

. 2 2 . - ;-
A igualdade sen”o+cos a=1 é verdadeira para qualquer o pertencente aos dominios
das funcoes seno e cosseno. Logo, ela é uma identidade trigonométrica.

Quando temos uma igualdade, sé podemos aceita-la como identidade apds uma prova,
ou seja, apds uma demonstragio.

Para fazer uma demonstracdo desse tipo, podemos nos valer de qualquer das relagdes
dadas acima, que sio identidades.

6.12.1 Processo para demonstrar identidades

Considerando a igualdade, levaremos todas as func¢des envolvidas para uma razao
equivalente em um dos trés triangulos. Depois é s6 operar ambos os membros e chegar a uma
mesma expressao.

Nos exercicios seguintes, demonstre que as igualdades sdo identidades:

2 2
Exercicio 113 tan “o-sen’c=tan ‘o—sen’o

B D
)
\: |sen0f. <5 anc
)
O cosd 4 ) 1 C

Resolucio: Levar do triangulo @ para @:
2
tan “o.-sen’o=tan “a—sen’a

,
sen’ o >  sema 5
— —-sen‘o=———-sena
cos cos

4 2 2 2
sen o  seno-—senccos

2 o 2
cos” o cos” o
g
sen‘c. sen’o(sen’ o)

2 2
cos d Cos o

sen‘a.  sen‘a ‘ )
s—=——— = C.Q.D. (como queriamos demonstrar).
cos o  cos O

Exercicio 114 (1+cot o )*+(1—cot o.)’=2-cos sec’a

i

D oc!
A\ P Lo t“"s\' 1
-d sendt anc
rC
) 1 C o

0 coso A4 cot E
Resolucio: Todas as fungdes ja se encontram no triangulo @ basta desenvolver:
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Exercicio 115 SeC 0.+C0Ssec’a=sec’c-cossec’o

senc

O cosdl 4 o 1 C

o~ P
Resolucio: Levar do triangulo @ para {@ ;

seno cosaL
Exercicio 116 =1-

cosseco seca
B D
)
) send 5“"1 anc
0 coso 4 o 1 C

Resolucio: Levar dos triangulos {@ e @ para @

Ccosseco —sencl

Exercicio 117 —cot’a
Seco—cosa
B D
)
A senct ‘)“’t and
r
0 coso 4 ) 1 C

Resolucio: Levar dos triangulos @ e @ para @:
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7 Matrizes

A tabela a seguir mostra o conceito obtido por sete alunos de matematica aplicada,
durante o primeiro semestre. Estes conceitos equivalem a trés notas parciais (P-1, P-2 e P-3)
mais uma substitutiva (SUB). A média é obtida através da soma dos trés mais altos conceitos
divididos por trés. O aluno serd considerado aprovado se a média for maior ou igual a sete.

Matematica Aplicada P1 | P2 | P3 | SUB.

AAS 43 | 86 [ 65 | 59 |9BS: ‘

AJT. 80 | 7.4 | 8.7 Os “"m":" ‘:“‘"
representados

AMO. 39 | 5.1 | 9.0 | 7.2 pell’m inicias, para

AFL 49 [ 83 | 54 | 73 |epreservaro

CM.B. 5.7 8.3 4.1 7.6 anonimato dos

DPS. 94 | 100 | 100 | 9.9 |alunos.

D.G.D. 40 | 86 | 84

[Fig. 34]: Tabela de notas.

Para saber, por exemplo, que nota o aluno A.M.O. tirou na segunda parcial (P-2),
procuramos o valor na 32 linha e na 2% coluna da tabela. que corresponde a 5.1.

Pode-se representar esta tabela através de uma matriz, que fica da seguinte forma:

(43 86 65 59) [43 86 65 59]
80 7.4 &7 0,0 8,0 7.4 8,7 0,0
39 51 9,0 7.2 39 51 90 72
49 83 54 73 |oul49 83 54 73
57 83 41 7,6 57 83 41 7.6
94 10,0 10,0 9,9 9,4 10,0 10,0 99
(40 86 84 00] 40 86 84 00

7.1 Conceito de matriz

Matrizes sdo tabelas retangulares utilizadas para organizar dados numéricos. Cada
numero é chamado de elemento da matriz, as filas horizontais sio chamadas linhas e as
verticais sdo chamadas colunas.

No exemplo dado, a matriz tem 7 linhas e 4 colunas. Dizemos que essa € uma matriz
do tipo 7x4 (1é-se: sete por quatro).

De um modo geral, uma matriz A do tipo 7 xn (m linhas e n colunas, m.neN¥) é
representada por:

yy dyp . o gy

A1 Uy dpz Uy

£

A xn=1031 A3y A3z 03,

a

ml m3
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A matriz 4 também pode ser indicada por A=\a;; ., ou A=(a;;) com lsi=m e

1<j<n.

Exercicio 118 Escreva a matriz 4 :(af ; )qx , talque a;;=2i+j.

Resolucao:

7.1.1 Algumas matrizes especiais

4

0000
5
B=(321).C=| . D=[0 0 0 0|

0000

7

e B ¢ uma matriz linha 1x3;
e ( ¢ uma matriz coluna 4x1;

e D éuma matriz nula 3x4 e pode ser representada por: D=0,_,.

7.2 Matriz quadrada

Uma matriz é quadrada quando o mimero de linhas € igual ao ntimero de colunas.
Assim, uma matriz quadrada n xn é chamada de: matriz quadrada de ordem 7.

Exemplo: £= L o 11

J . E ¢ matriz quadrada de ordem 2.

Numa matriz quadrada, os elementos a, ; tais que i=j. formam a diagonal prinecipal.

A outra diagonal ¢ chamada de diagonal secundaria.
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Diagonal secundaria

Diagonal principal

[Fig. 35]: Diagonais de uma matriz.

7.2.1 Matriz identidade

Matriz identidade ou matriz unidade ¢ toda matriz quadrada de ordem 7 (indicada por
1) onde os elementos da diagonal principal sdo iguais a 1 e os demais, iguais a zero.

1 00
Exemplo: I;=|0 1 0| ¢ matriz identidade de ordem 3.
0 01

7.2.2 Matriz diagonal

Matriz diagonal é toda matriz quadrada de ordem » onde os elementos fora da
diagonal principal sdo nulos.

I 0 0f|=200 0 o r{]) 02 g 87
Exemplo: As matrizes ([0 1 0], 0 5 0 ,[0 0} e 0 _0 2 o sdo diagonais.
0 0 1 0 0 7
0 0 -4

7.2.3 Matriz oposta

Dada uma matriz A4, chamamos de matriz oposta de 4 (indicamos por — 4 ) a mafriz
que ¢ obtida invertendo-se o sinal de cada um de seus elementos.

7.3 Igualdade de matrizes

Duas matrizes de mesma ordem sdo iguais, se. e somente se, os elementos que ocupam
a mesma posicdo sAo 1guais.

Exercicio 120 Sabendo-se que A4 e B sdo matrizes iguais, determine os valores de x e y:

2 7 2 x+v
A= e B= ;
3x-2y -8 1 -8

Resolucio:
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7.3.1 Matriz transposta

Dada uma matriz 4 de ordem m x n . denominamos transposta de A (indicamos por

z . . .
A") a matriz de ordem # xm obtida trocando-se ordenadamente as linhas de 4 pelas coluna
de 4.

1 4
. 1 2 3 o
Exemplo: Seja AQ@:U 5 JA sua transposta é: A4 3.0=|2 5.
i 3 6

Diz-se que uma matriz 4 de ordem n € matriz simétrica, se ela é igual a sua

transposta A" (4 é simétrica, entio 4=4").
1
Exemplo: 4=

YR
O R N N

7.4 Operacoes com matrizes

7.4.1 Adicdo de matrizes

Dadas duas matrizes 4 e B, ambas de ordem m xn, dizemos que a soma da matriz
A4 com amatiiz B é amatriz S também de ordem m x 7, tal que:

(Eq33) S=A+Bos;;=a;;+b;,comlsi=m el<j=n.
-3 0 2 5 -2 6
Exercicio 121 Efetuar a soma de 4 por B, sendo 4= e B= .
4 -7 1 -1 4 =3

Resolucio:

7.4.2 Subtracdo de matrizes

Dadas duas matrizes 4 e B, ambas de ordem m 7, dizemos que a diferenca entre a
matriz 4 e amatriz B é a soma da matriz 4 com a opostade B.

A—B=A+(-B).
-3 0 2 5 -2 6
Exercicio 122 Efetuar a subtracdo ( 4— B ).sendo 4= A _ e B=

Resolucio:
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7.4.3 Produto de um numero real por uma matri;

Dada a matriz 4 de ordem m xn e um nimero real &, dizemos que o produto de &
por 4 éamatriz B também de ordem m x 7, tal que:

(Eq.39) B=k-4 o bi-j:k'afj._ com I<ismel<j<n.

-3 0 2] (5 -2 6|

Dadas as matrizes 4= e B= determine o que se pede
L -7 IJ L—l 4 —BJ a P

NOs exXercicios a seguir.
Exercicio 123  Determine o valor de 5- 4.

Resolucao:

Exercicio 124 Determine 2- 435 .

Resolucao:

Exercicio 125 Determine o valor da matriz X , tal que 2 X -4 A+8 B =0.

Resolucéo:
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7.4.4 Produto de matrizes

Dadas as matrizes A4 de ordem m x p e B de ordem p xn, dizemos que o produto de

A por B éamatriz C de ordem m xn.

OBS. 12: A:(aik)wp._ B:(IJ;U-) e CZ(C;-;)

pxn mx<n

Os elementos ¢;; damatriz C sdo obtidos da soma dos produtos dos elementos da r
ésima linha de 4 pelos elementos correspondentes da p-ésima coluna de B.

»
(Eq35) C=4B = Cij:z(afk'bkf)’ com 1<i<m el<j<n.
k=1

7.4.4.1 Conclusées

e S0 podemos multiplicar 4 por B se o ntmero de colunas de 4 for igual ao niumero de
linha de B;

e A matriz C, resultante da multiplicagdo de 4 por B . tem o mesmo nimero de linhas de
A e o mesmo numero de colunas de B :

e Entdo: C,,.,=4,.,B

PX.”'
-3 0 -7
5 -1
. 2 1
Exercicio 126 Determine o produto de 4 por B, sendo A= L3 o e B=|-2 4
B 6 -3
-2 1 -1
p
Resolucao: C=4B = Cij:Z(az‘k'bkj )
k=1
o G2
G €
Ady3 B3, = Cyn=
G331 O3
Cy1 Ca
C11=
C12=
O I e
C22=
C31=__
C 3=
C AT e
C A0 e e
Logo,
G o
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7.4.5 Matriz inversa

Uma matriz quadrada 4 de ordem n é inversivel se existir uma matriz B de ordem n
tal que:

(Eq.36) A:-B=B-A=1I,, sendo I, amatriz unidade (identidade).

. . . . ©qs -1 .
A matfriz B denomina-se imversa da matriz 4 e mdicamos por 4. Entdo:

(Eq37) A-A'=44=1,.

. . . -1
Exercicio 127 Determinar a matriz inversa da matriz A :[ 3 4 }
Resolucio: Tome A7 :L J Dai, desenvolvendo A7t 4 =1,. temos:
C
Logo, temos que:
A=
-15 -8 -3 -1
Exercicio 128 Sendo A47'=| -9 -5 —2| e B=[-18/|, resolva a equagdo matricial
5 3 | 52
4 X=B.
Resolucio: Nio conhecemos a matriz 4 mas, sabemos que 4 - 4=/, e [;- X=X .

Entdo: 4 X' =B — multiplicando A~ a esquerda aos dois membros da equacio:
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: . ) 20 : .
Exercicio 129 (FURRN) Sejam as matrizes: 4 :L J e B :[4 J. Determine as matrizes

X e Y, tais que:

X +Y =4 —-2B
2X +Y =24 + B
Resolucao:
Logo
X B Y o,

8 Determinantes
Sendo A uma matriz de ordem n, pertencente ao conjunto das matrizes quadradas de elementos reais,
chama-se determinante de A, representado por det A, ao nimero que se pode obter, operando com 0s

elementos, de acordo com regras especificas. Na seqliéncia serdo dadas algumas regras para calculo de
determinantes.

8.1 Determinante de 1a ordem

Se n=l1, entdo A =[ all].
(EQ.38) det A =|all|=all.

all é o determinante da matriz de primeira ordem.

Exercicio 130 Calcular o determinante da matriz A=[-5].

Resolucéo:

8.2 Determinante de 22 ordem
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ay;; a _ : :
Se n=2, entdo A—{ 1 12}. O determinante pode ser obtido pela diferenca entre o
sy dax

produto da diagonal principal pela diagonal secundaria.

a a
(Eq.39) det A=| ' TV

ayy dpy

) : 1 2
Exercicio 131 Calcular o determinante da matriz 4 :{ } )

4
Resolucio:
det 4=
N 50 |x 1
Exercicio 132 Resolver a equacio 5 = A
2 X

Resolucdo:

S={innn e 1.
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8.3 Determinante de 32 ordem

8.3.1 Regra de Sarrus

SARRUS, cujo nome completo é Pierre Frederic SARRUS (1798 - 1861), foi
professor na universidade francesa de Strasbourg. A regra de SARRUS, foi provavelmente
escrita no ano de 1833.

Para se obter o determinante de uma matriz quadrada de 3* ordem, utilizando a regra
de Sarrus, pode-se proceder da seguinte forma:

ayp dpp dgg
Tome amatriz A=|a,; ay, dy;
A3y dzp iz
e Reescrever a direita da 3a coluna, a la e a 2a colunas do determinante;

e Efetuar os produtos em diagonal, atribuindo sinais positivos aos resultados a direita e sinais
negativos para os resultados a esquerda;

e Efetuar a soma algébrica. O resultado encontrado serd o determinante associado a matriz

dada.

Trocar os sinais dos produtos Conservar os sinais dos produtos
[Fig. 36]: Determinante pela regra de Sarrus.

—ly37 Ay 3 =y "dy3 3= 5 Uyt sy

1 2 3
Exercicio 133 Calcular o determinante da matriz 4={4 5 06].
7 8 9
Resoluciio:
det A=...ooovveieree,
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Exercicio 134 Resolver a equacao x 6/=0.
0
Resolucao:
S={___ N 1.

8.4 Determinante de ordem maior que 3

ayp Ay dpg
Considere amatriz A=|a,; @, dr |-

sy dsp dsg

8.4.1 Menor complementar

O menor complementar do elemento «;; da matriz 4 ¢ o determimante da matriz

quadrada que se obtém de A, suprimindo a linha 7 e a coluna ;.
Indica-se por D, ;.

Exercicio 135 Considerando a matriz 4 acima. determinar o menor complementar dos

elementos a,, e d,,.

Resolucio:
Menor complementar de a,,:

D,,=
Menor complementar de a,,:

Dzz =

8.4.2 Cofator ou complemento algébrico
O cofator de um elemento «a;; damatriz 4 ¢ o produto (- 1y*/- D, Iz
Indica-se por 4;;.

Eq4D)  4;=(-1)" D,
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Exercicio 136 Considerando a matriz 4 acima. determinar o cofafor dos elementos a,, e

adyq .

Resoluciio:
Cofator a,;:

Ay =

Cofator a,,:

8.4.3 Conclusées

Considere um elemento de posigdo a;; da matriz 4:
* Quando 7+; € IMPAR, o cofator de a;; ¢ 0 OPOSTO do menor complementar;
* Quando 7+j € PAR, o cofator de a;; ¢ IGUAL ao menor complementar.

Nos exercicios a seguir, determinar o que se pede em relagdio a matriz
-1 4 -3
A4=18 =5 -=-2|.
2 3 1
Exercicio 137 Encontre o menor complementar do elemento (—5).

Resolucio:
(—5) encontra-se na posi¢do onde i=______ e j=__ . . logo, procura-se D

Logo:
O menor complementar do elemento (=5) é .........cccoevenneee.
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Exercicio 138 Encontre o cofator do elemento (-5).

Resoluciio:
(—5) encontra-se na posi¢do onde i=____ e j=____.logo, procura-se A

O cofator do elemento (-5) é

Exercicio 139 Encontre o menor complementar do elemento (8).

Resolucio:
(8) encontra-se na posigdo onde i= e j=_ . logo, procura-se D .

Logo:
O menor complementar do elemento (8)é .

Exercicio 140 Encontre o cofator do elemento (8).

Resolucio:
(8) encontra-se na posicio onde i=_____ e j=__ . logo, procura-se 4.

O cofator do elemento (8)¢é .

8.4.4 Teorema de Laplace

Tome uma matriz 4 de ordem » com »n =2.

O determinante da matriz 4 ¢é a soma dos produtos dos elementos de uma fila
qualquer (linha ou coluna) da matriz pelos respectivos cofatores.
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Exercicio 141  Calcular o determinante da matriz:

1 0 3 -2
2 1 4 -1
A=
-3 0 5 0
-1 21 2
Resolucio: Observando a matriz, verificamos que na 2 coluna e na 3 linha aparecem 2

elementos nulos. Para o calculo do det 4 iremos tomar como base a 22 coluna.
det 4=0-4,+1- 4,,+0- 4, +2- 4,

det A=
0 30
. 0 4
Exercicio 142 Dada a matriz 4= , calcule det A.
-5 1 3 2
4 -4 1 0
Resolucio: Observando a matriz A . verificamos que na 1? linha e na 42 coluna aparecem 2

elementos nulos. Para o calculo do det 4 iremos tomar como base a B linha. Se for
considerada a 42 coluna, o trabalho sera equivalente.

det 4=
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I 1 5

x X7 0
Exercicio 143 Resolva a equagio

I 2 0

1 0

Resolucio:

8.4.5 Teorema de Binet

Se 4 e B sdo matrizes quadradas de mesma ordem, entio:

(Eq.42) det(4-B)=det 4-det B

8.4.6 Determinante da matriz inversa
Sendo 4 uma matriz quadrada mversivel de ordem » (7 =2). temos:
A-A1=] = det(4- 4 )=det J
Como det(4- A4 )=det 4-det 47" e det =1, temos que:
det 4 -det 47 =1

(Eq43) det 4= , tal que det 4=0.

det 4
5 0 -1
Exercicio 144 Sendo 4=|2 3 4 |.calcule o determinante da matriz inversa de A .
1 2 3
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1
Resolucio: det A_l =
det 4
det 4=

rsemf CosXx

Exercicio 145 Dada a mafriz 4= e sendo 0<x<2m, calcule x para que

0
senx cosx O
seny 1 0

1

0 0

4 seja inversivel. Ache também det 47".

Resolucio: Para que A seja inversivel, devemos ter det 4=0.

Entao, para que A seja inversivel devemos ter:
Calculo do det 47*:

9 Sistemas lineares

i~ -
- () L)
9.1 Equacao linear
Entenderemos por equagio linear nas varidveis (incégnitas) x,, x,. Xz, .... X,., COIMO
sendo a equacdo da forma @, x;+a, x,+a; x;+..+a, x,=b onde q,, a,, a;,...,a, e b sdo
numeros reais ou complexos. a,, d,, ds. ....a, sdo denominados coeficientes e b. termo

n
independente.

OBS. 13: Quando o termo independente b for igual a zero. a equacio linear denomina-
se: EQUACAO LINEAR HOMOGENEA.

Exercicio 146 Determinar o que se pede, em rela¢do a equagao linear —3 x; +2 x, —x; =7.

Resolucao:
Coeficientes:

Incognitas:
Termo independente:
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9.1.1 Solugéo de uma equacéo linear

9.1.1.1 Equacéo linear com 1 variavel

J& estamos acostumados a resolver equacgdes lineares de uma incognita (varia vel), que
séo as equacdes de primeiro grau. Exemplo:

e 2 x+5=11

e Solucéo: x =3 ou S ={3}.

A solucdo é unica.

9.1.1.2 Equacdo linear com 2 variaveis

Se tivermos uma equacdo com duas incdgnitas (variaveis), a solu¢do nao € Unica, ja que podemos ter
um namero infinito de pares ordenados que satisfazem a equacéao.

Exemplo:

e x+y=20

e Solucgédo: x =1 e y =19, par ordenado (1,19); x =2 e y =18, par ordenado (2,18); x =32 e
y =—12, par ordenado (32,—-12); e assim por diante. Podemos colocar como solugéo 0s
termos ordenados: (1,19), (2,18), (32,-12), ..., ou seja:

Existem infinitas solugdes.

9.1.1.3 Equacéo linear com 3 variaveis

Como na anterior, podemos ter como exemplo:
e2x+3y—-2=15

e Solucdo: (1,2,-7), (3,4,3), ...

Existem infinitas solugdes.

9.1.1.4 Equacdo linear com 4 varidveis

Exercicio 147 Sabendo que S; (7=1,2,3.4) pertence ao conjunto solu¢do S da equacdo linear

X, —2X,—x3; +3x,=—4, determinar o que se pede nas solucdes S; abaixo:

Resolucdo:
S 1,2.3)
S (—4,7.,—8 \ )
S3:(-2, S5.-1)
Sa: (1.2, 4).

Com o mtuito de treinar, faca os trés exercicios seguintes baseados no enunciado do
exercicio anterior. Apenas serdo consideradas equagdes diferentes.

Exercicio 148 —2x,+3 X, +x;—4x,=13.

Resolucio:
Su:( . 1.23)
Soi(-47-8, )
S3:(=2, S.-1)
Sa: (1.2, A).
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Exercicio 149 8 x; +4x,-9x; +11x,=24.

Resolucio:
S 1.2.3)
S (-4.7-8, .. )
Sai (-2, S5
S4Z (1,2 ________________ ,4).

Exercicio 150 —7 X=X, +5 X3 -3 X4 =—28.

Resolucao:
S1iC 1,2.3);
S (—4,7.—8 ________________ )
Sg: (—2, ________________ ,S-._l):
S4Z (12 ________________ 4)

9.2 Sistema linear

Consideramos sistema linear um conjunto de 77 equagdes lineares com 7 incégnitas

(x, x5, x5, ..., X,,) que pode ser representado da seguinte forma:
ap Xy + A Xy + A3X3 + .+ 4y X, = b
Ay Xy + Ay Xy + Ay Xz + ...+ Ay X, = b,y

1 @M+ A3 X, + d33X; 4.+ 3, X, = by

Ap Xy + Ao Xy + Ap3 X3 + o0 + Ay X, = b,

e Ostermos a;; (i=12.....m e j=1.2.....n) sdo denominados coeficientes:

e Ostermos b, (7=1.2,....m) sdo os termos independentes.

¢ O conjunto ordenado S =(aty, dla, 03, ..., 0p) sera considerado solugio do sistema linear se,

e somente se, satisfizer simultaneamente todas as m equacgdes lineares.

¢ Se todos os termos independentes das equa¢des sdo nulos, o sistema linear eréd dito
HOMOGENEO. Uma solugio para o sistema linear homogéneo é o conjunto ordenado
(0,0.0....,0), chamada solucao trivial Se o sistema homogéneo admitir outra solugao em
que as incognitas ndo sio todas nulas, a solugdo sera chamada solu¢do nio trivial

Exemplo de sistema linear homogéneo:
2y — X3 +4x3 =0 Solugao trivial: (0,0,0)

Xp + 3X; — 5x3

0 Solugdo nao-trivial: (1,-2,-1)

3x) —2x, +7x;3 =0
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9.2.1 Sistemas lineares equivalentes

Dizemos que dois sistemas lineares sdo equivalentes se tém o mesmo conjunto solugio

S.
Exercicio 151  Calcular a e b, de modo que os sistemas sejam equivalentes:
x -V =1 " ax — by =-1
e
2y +V =5 bx +ay =2
Resolucio:

Resolvendo o primeiro sistema, temos:

; “Ho s §—f
O conjunto solugdo é S={(___.. )}
Substituindo o conjunto solugdo § no segundo sistema, temos:

9.3 Classificacao de um sistema linear

Os sistemas lineares sdo classificados quanto ao ntmero de solugdes da seguinte
forma:

Sistema linear

Possivel Impossivel

Determinado | |Indeterminado

¢ Sistema linear POSSIVEL e determinado (SPD): ¢ o sistema que admite uma UNICA
solucdo.

e Sistema linear POSSIVEL e indeterminado (SPI): é o sistema que admite INFINITAS
solugdes.

e Sistema linear IMPOSSIVEL (SI): é o sistema que NAO ADMITE SOLUCAO.
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9.4 Matrizes associadas a um sistema linear

Considere um sistema linear de m equagdes com » incdgnitas:

an Xy + ap X, + 43X + ..+ 4y X, = b
Ay Xy + Ay Xy + dy3X3 + ... + Uy, X, = by

L Xy + Ay Xy + 3 X3 + T Apn Xy = bm
Podemos associar a ele as seguintes matrizes:
Matriz completa do sistema: Matriz incompleta do sistema ou matriz dos
coeficientes:
— 1 —_ — —_

ayp ip Ay ay by ;. dpp dps 1n
1
1
1

Gy dypy  dp3 Aon b, dyy dyp  dy op
1
1

a3 d3; dsg A3p by e dz; 3 dsg U3p
'
1
1
1
1
1

A A2 A3 Qonn bm ] Ao A3 A nn
1

9.4.1 Forma matricial do sistema linear

O sistema também pode ser escrito em sua forma matricial 4- X =B, onde 4 é a
matriz dos coeficientes, X o vetor coluna das incognitas e B o vetor coluna dos termos
independentes.

ayq ayy Az e Oy s} by
Aoy Ayy Uz ..o oy Xa b,
a3y A3y 3z ... 3y . X3 - b,
aml amZ am3 amn Yn bm

Notagdo simplificada: 4- X =5.

Se a matriz incompleta do sistema (matriz dos coeficientes) for uma matriz quadrada,
o seu determinante det 4 é dito determinante do sistema.

Se det 4=0, entdo a matriz 4 € mversivel, 1sto é, existe 47" inversade 4.
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, . Rk TP -1
Dai, podemos multiplicar a equacdo matricial, a esquerda, por 4™ :

A 4. X=4"B
I-X=41B
X=41.B

Portanto, se det 420, o sistema admite solugdo unica e é possivel e determinado
(SPD).

9.5 Regra de Cramer

Gabriel Cramer, matematico e astronomo suico (1704 a 1752).

A regra de Cramer é empregada para resolver um sistema linear em que o numero de
equagdes ¢ igual ao nimero de incognitas.

Considere um sistema de 3 equagdes e 3 incognitas:

[ apx +a,y +azz = b
aynX + any + ayz = by
a3 X + A3V + a3z = by

Consideramos o determinante da matriz dos coeficientes por D, :

Os determmantes D, D, e D, que se obtém de D, substituindo, respectivamente, a
1% coluna (dos coeficientes de x), a 2% coluna (dos coeficientes de y) e a 3% coluna (dos

coeficientes de z ) pela coluna dos termos independentes.

by ayp ap ay by ap ay,  ap by
D =[by ay ay D, =|ay b, ay D.=|a,; ay, b,
by a3 as ay; by asy ay; ay by

Se D, =0, entdo o sistema & possivel e determinado. Os valores das incognitas sdo

dados por:
D
¢ Y= X
D,
D,
* y=—
=D,
D.
L ] = —
D,

Portanto, o conjunto solugdo S é dado por S={(x.v.z)}.queé:
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De uma forma geral, um sistema linear de n equagdes com # incognitas
X =(x;,x,,x5,...,x,), cuyjo determinante ), da matriz das incdgnitas é diterente de zero, é
possivel e determinado.

5 :
&&,—3 Dy l,em que D; éo
D, Dy D, D, f

determinante que se obtém de D, substituindo a résima coluna (dos coeficientes de x;) pela

O conjunto solugdo desse sistema € S:{

coluna dos termos independentes.

Exercicio 152 Utilizando a regra de Gramer, determinar o conjunto solugdo S do sistema a
seguir.

X + 21' - = =

(ol S

2x -V +3:z

3.’( +31' —2_' :3

Resolucio:

Portanto, o conjunto solucdo S é dado por S={(x,y, z)}, que é:

Y (A S R )
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9.6 Resolucao de um sistema linear por

escalonamento
Considere novamente o sistema linear de m equagdes com 7 incognitas:
Ay X] + Ay Xy + Ay3X3 + ... + Ay, X, = D,
14 a31% + A3 X, + Ay3X3 + ...+ A3, X, = b;
Ay Xy + Ay Xy + A3 X3 + ... + App X, = D,
Sua forma matricial € dada por 4- X =5
Sua forma matricial é dadapor 4- X =5.
dip diz A iy 2| b,
(p1 Ay dp3 oy X3 b,
3y 03z i3 U3y X3 - bs
A A2 A3 T A np Xn bm

Considere a matriz completa do sistema ou matriz aumentada do sistema, representada

por C':
1
—_ 1 —_
ayy, Ay Az ... ay, by
:
Ay; Gy dy3 ... Gy 1Dy
.
1
a a a . a b
C=[4:B]= 31 32 33 v D3
:
[ ]
1
1
1
A %) A3 Ay :bm
L L] |

Solucéo do sistema linear é dada por:
X=(x1,x2,x3,...,xn).

Caso m >n , bastam n equacdes linearmente independentes para se resolver o sistema.

Caso m <n , o sistema é indeterminado com n —m variaveis livres.

Para o escalonamento, vamos considerar um sistema com n equacdes e n incognitas.

O processo apresentado pode ser desenvolvido de forma anéloga para 0s outros casos.

Entdo, tome um sistema linear A- X = B de ordem n . Com (n —1) passos, o sistema linear A- X =B ¢
transformado num sistema triangular superior equivalente. Tome det A=0 como hipdtese.

A- X=B~U - X=D, oque se resolve por substituicdo.
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[A:B]=~[U:D]

1 1
ayy  dpp A by Hyy Uy iy, I(fl
| |
app  dpp Ay I b, 0wy, L Idz
: | : : |
aml amE amn I bm 0 0 Hm? I dn

Seja Cy=[A4:Ble Cp=[U:D]apds k conjuntos de operagdes elementares aplicadas

sobre C.

W@ aQ dQ e a® a0
W @ A . a0
G| AR AR A a1
.
E
L

e Etapa l: em C,, tome L(io]_.com i=1,2.3.....n como as linhas de C, e “1((1” (al(?);t()) como
pivé e calculanrse os multiplicadores mf{” (i=2.3,...,m).
e Etapa l: em C,, tome L(fo]_._com i=1.2.3,....n como as linhas de C; e al((lj) (al(?):c()) como

pivo e calculanrse os multiplicadores mg]) (i=2.3,....m).

. o__4a
=n = "”nl = ——

Operacdes elementares nas linhas I (i=123.....n).

i=1l = [« I[”:
i=2= zg”e;ng?’*zg‘))ug”;
i=3=> zf;’«;;:g‘}’sczg°)+1g°);
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P @ © 4 (0 7(0)
i=n = Ly<m L7+ L7

Sendo IV (i=1.2.3.....n) as linhas da matriz B,

. e 0 . . .
= Anulam-se todos os valores abaixo do pive a7 . Assim, obténrse C,. que é dada

por: |
a® af a® .. a® 5P ]
0 o af . af in
:
C1: 0 (?élz) (?;13] ngln:' ibg]
:
:
0 a® a¥% ... af) ing

e FEtapa 2: Repete-se o processo para o proximo pivo aglg) (ag #0), situado na diagonal da

matriz C| e calculanrse os multiplicadores ng (i=3.....n). Sendo a$} o pivé em C.

tome LE—D ,com i=1.2.3.....m.

(1) “glz)
i=3 = 13, = -0
22
)
. W_ Yy
i= = My, = nﬂ]
127
1)
. W _ Gy
i=n = m = oo )
22

Operagdes elementares nas linhas L?“) (i=123.....n).
i=1= LY I
i=2= [P« ID;

i=3> Ef) (—mglgj*lg) +I§1) :

P (2 @ 4 7 M
i=n = L, <m* Ly + L.

— Anulanrse todos os valores abaixo do pivo ag Assim, obtémrse C,, que ¢ dada
por:
1
@ 0 O @ 1 p@
Ay Gy Gy - Ay :bl
2 2 2 ! 2
0 0@ @@ .. o 50
1
1
Cy= 0 0 af .. af 1P
1
(2) 2 ',
B O 0 anS e a.ﬂﬂ : b;‘ ) i
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e Etapa 3. etapa 4. .... etapa k=(n—1): Repete-se o processo para os proximos pivos ai™

ii
(aP20). sitnado na diagonal da matriz C; com i=34.....(n-1).
Assim, na etapa k. obténrse a matriz Cp=[U:D] que é equivalente a matriz

1
(k) (k) (k) (k) ' z(k)
apy Gp) aps R GV by
1
1
3 k b g0
0 ash a9 ... aP : by
1
C, = k) ) 4 pE
k 0 0  a35 ... asy D3
:
ok
0 0 0 ..o oay) 1P

Resolvendo U-X =D por substituicio retroativa, temrse X' que também é solucgio
para o sistema 4- X =8.

Exercicio 153 Utilizando o escalonamento. determinar o conjunto solugdo S do sistema a
seguir.

2x +3v — - =0

6x -3y + - =-8

4x + V +2z =6
Resoluciio:

Portanto, o conjunto solucdo S é dado por S={(x,Yy, z)}, que é:

Y (A e e )}
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10 Geometria

10.1Poligonos

Definican 42 Diz-se que um poligono é convexo se, quaisquer que sejam os ponfos x e v
do seu terior, o segmento de reta x y esta mteiramente contido em seu interior.

[Fig. 37]: Poligono convexo e poligono céncavo.

OBS. 14: Fica subentendido que toda referencia de poligono de agora em diante, sera de
poligono convexo, salvo meng¢édo contraria.

Teorema 1 A soma das medidas dos angulos internos de um poligono de n lados é dada
por S;=180°(n-2).

Exercicio 154 A soma das medidas dos angulos internos de um poligono é igual a 2340°.
Quantos lados tém esse poligono?

Resolucio:

Esse poligono tem ........c.cc.c....... lados.

10.1.1 Poligonos regulares

Definicio 43  Um poligono é regular se, e somente se: 1) todos os seus lados sdo congruentes;

i1) todos os seus angulos internos sdo congruentes.

[Fig. 38]: Hexagono regular: 6 lados congruentes e 6 Angulos congruentes.

10.1.2 Area do triangulo
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10.1.2.1  Area de um triangulo em fungdo de um lado e da altura relativa a

ele

A A A
i ’ 7 I/
la I
I,
B a C B C B C

[Fig. 39]: Area 1 do tridngulo.

base xaltura

(Eq44) S, = 2

10.1.2.2  Area de um triangulo em funcdo de dois lados e do dngulo
compreendido

A A
c b c
/r‘l\ A
. B .
B a C B H C

[Fig. 40]: Area 2 do triAngulo.

No triangulo retangulo 4 B H . temos:

~ N -
senB=— = h=c-senB.
C

Substituindo /7 por ¢-sen B na férmula da area do triangulo 4 B C, obtemos:

a-h a-c-senB
SA = :> \S‘A:—.
2 2
Logo, a area do triangulo 4 B C em funcao de dois lados e do angulo compreendido
entre esses dois lados pode ser dada da seguinte forma:
a-b-senC _a-c-senﬁ’ , b-c-send

(Eq.45) SA:T__ SS_T ou S,= 3

r

10.1.2.3  Area de um tridngulo em funcdo dos trés lados (Formula de
Herdo)

A
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(Eq46) Sy=+p(p—a)p-b)p—c)

. S . N a+b+c
onde p ¢ o semi-perimetro do tridngulo 4 B C. Entdo: p =——.
2
OBS. 15: A deducéo desta e outras formulas dadas a seguir podem ser encontradas em

BEZERRA, Matematica de 22 grau (Volume tunico), editora scipione.

Exercicio 155 Calcule a area do triangulo 4 B C da figura.
A

17 25

Resolucio:

Exercicio 156  Sabendo-se que o triangulo A B C abaixo é equilatero de lado | =6, calcular a
area do quadrilatero AM N C . Dados: AM =2 e BN =3.

Resolucio:
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10.1.2.4  Cdlculo dos raios das circunferéncias inscrita e circunscrita num
triangulo

[Fig. 42]: Raio da circunferéncia inscrita.
OBS. 16: O ponto I € o incentro do tridangulo 4 B C, encontro das bissetrizes.

a+b+c
2

(Eq.47)y S,=p-r.,onde p=

[Fig. 43]: Raio da circunferéncia circunscrita.

OBS. 17: O ponto G € o circuncentro do friangulo 4 B C, encontro das mediatrizes.
a-b-c
(Eq.48) S, =
4R

10.1.3 Area do paralelogramo

A D

ffz a
b ]1'1

B a C A b B
[Fig. 44]: Area do paralelogramo.

(Eq.49) sza-hl ou Sp:b-;f.r2

10.1.4 Area dos paralelogramos notdveis

e Area do retangulo:

|
b
=]
a
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(Eq.50) Sp=a-b

¢ Area do losango:

n

[Fig. 46]: Losango.
D-d

(Eq"-;’l) SLZZ'!TF oun SL:

e Area do quadrado:

a

(Eq52) Sp=a-a=a’

Exercicio 157 Calcule as medidas dos lados de um paralelogramo sabendo que suas alturas
medem 2 e 3 metros respectivamente e que seu perimetro € igual a 20 metros.

/
//‘
,—‘/‘J
A
b k]
B a C !
Resolucao:
Os lados do paralelogramo sdo: ................ € e metros.
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10.1.5 Area do trapézio

A b D
h
B a C
[Fig. 48]: Trapézio.
(Eq.53) ST:({'F;ﬂ

Exercicio 138 Na figura abaixo, M e N sdo os pontos médios dos lados 4 D e B C do
trapézio 4 B C D . Calcule a drea desse trapézio, sabendo que a area do trapézio 4 B N M

é 1gual a 18.
/ 18u.a. \
- N h

SABCD =....ooooooorsconroo ua
10.1.6 Area e comprimento de um circulo

[Fig. 49]: Circulo.
e A drea de um circulo é dada por S :
2
(Eq.54) Sp=mr~
e O comprimento de um circulo é dado por C':

(Eq.55) C=2nr
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10.1.7 Area da coroa circular

[Fig. 50]: Coroa circular.

(Eq.56) S....=n(R>—r?)

coroa

Exercicio 159 Na figura abaixo, 4 B é uma corda da circunferéncia maior tangente a
circunferéncia menor. Calcular a area da coroa circular, sabendo-se que 4 B =6 cm.

6
A - B
Ia
o
Resolucao:
{10 (0T u.a.
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10.1.8 Area do setor circular

[Fig. 51]: Setor circular.

Setor circular € a intersec¢ido de um circulo qualquer com um angulo também qualquer
que tenha seu vértice no centro do circulo.

2

(Eq.57) S ——_ sendo o considerado em radianos.

sefor

10.1.9 Area do segmento circular

Segmento circular é qualquer uma das duas partes em que um circulo fica dividido por
uma corda qualquer.

[Fig. 52]: Segmento circular.

e lo Caso: O segmento circular ndo contém o centro do circulo.
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[Fig. 53]: Area do segmento circular que nio contém o centro.
(Eq.58) S seg — S setor S&.{OB

e 20 Caso: O segmento circular contém o centro do circulo.

[Fig. 54]: Area do segmento circular que contém o centro.

(Eq.59) S seg =S sefor + S,-'_\AOB

Exercicio 160 A4 B C D é um quadrado de lado 8 metros. Os arcos de circunferéncia tém
centros em A4 e (. Calcular a area da regido indicada no desenho abaixo.

A B

Resolucao:

www.cursonobre.com.br

110



‘N)CURSONOBRE CALCULO

cursonoss| GENTI0 e Formacao Profissional
10.2Geometria espacial

10.2.1 Poliedros

Poliedro é um sélido limitado por poligonos planos, de modo que:

e Dois desses poligonos ndo estio num mesmo plano;

¢ C(Cada lado de um poligono € comum a dois e somente dois poligonos.

|
E
]
i?>-vértices

[Fig. 55]: Poliedro.
0‘ Os poligonos sio as faces do poliedro.
¢ Os lados e os vértices dos poligonos sdo, respectivamente, arestas e vértices do poliedro.

Um poliedro se diz convexo se, em relagdo a qualquer de suas faces, esta todo situado
num mesmo semi-espa¢o determinado pelo plano que contém esta face. Caso contrario, o
poliedro € dito ndo-convexo.

G

B

[Fig. 56]: Poliedros convexos.
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0,

C
|[Fig. 57]: Poliedro nao-convexo.

Nesta tiltima figura, o plano que contém a face FGILI ndo deixa as demais faces num
IMesmo semi-espaco.

De acordo com o mimero de faces, os poliedros convexos possuem nomes especiais. A
tabela a seguir mostra alguns deles.

N2 de faces | Nome do poliedro
4 tetraedro
5 pentaedro
6 hexaedro
7 heptaedro
8 octaedro
12 dodecaedro
20 icosaedro

e Lema de Euler: em toda superficie poliédrica aberta simples, sendo V o ntmero de
vértices, A o de arestas e F o de faces, verifica-se a relacdo:

(Eq.60) V-A+F=1

EI
A v
vértices
F

Jface—

A
A
aresta
[Fig. 58]: Teorema de Euler.
Teorema 2 Teorema de Euler: Em todo poliedro convexo, o nimero de arestas mais dois é

igual a soma do ntimero de faces com o numero de vértices.

(Eq.61) A+2=F+V

OBS. 18: Aresta: (A=6), face: (F=4) e vértice: (V=4).
Exercicio 161  Quantas arestas tem um poliedro com 7 faces e 9 vértices?
Resolucao:

S80 ..o arestas.
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Exercicio 162  Num poliedro existem 8 vértices a menos do que arestas. Qual é o nimero de
faces?

Resolugéo:

Exercicio 163 Um poliedro tem 40 arestas e o nimero de faces € igual ao nimero de Vértices.
Quantas faces tém esse poliedro?

Resolucgéo:

Exercicio 164 Um poliedro tem 6 faces triangulares, 4 faces pentagonais e 5 faces
quadrangulares. Qual € o nimero de Vértices, arestas e faces?

Resolucgéo:

10.2.2 Poliedros regulares

Existem poligonos regulares planos com um namero qualquer de lados. Porém, o nimero de poliedros
regulares é limitado em 5.

Um poliedro convexo se diz regular quando suas faces sdo poligonos regulares

congruentes entre si, e seus angulos poliédricos também sdo congruentes.

Os cinco poliedros regulares e suas respectivas planificacdes:
e Tetraedro regular:

4 faces triangulares

4 vértices

6 arestas
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[Fig. 59]: Tetraedro regular.

¢ Hexaedro regular ou cubo:
6 faces quadrangulares
8 vértices
12 arestas

[Fig. 60]: Hexaedro regular.

e Octaedro regular:
8 faces triangulares
6 vértices
12 arestas

[Fig. 61]: Octaedro regular.

e Dodecaedro regular:
12 faces pentagonais
20 vértices
30 arestas
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e Icosaedro regular:
20 faces triangulares

12 vértices

30 arestas
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10.2.3 Prismas

Considere a figura abaixo, contendo os dois planos o e [3, paralelos entre si.

b/]

|Fig. 64]: Prismas.

¢ Denomina-se prisma a reunido de todos os segmentos de reta paralelos a reta DD', com
uma extremidade num ponto do poligono 4ABCDE e a outra no plano p.

10.2.3.1  Elementos de um prisma

e Vértices: sdo os pontos 4, B, C, ..., D' e E'.

e Bases: sdo os poligonos ABCDE e A'B'C'D'E" que estdo contidas nos planos paraklos a
e .

e Altura: é a distancia /7 dos planos que contém as bases do prisma.

e Arestas das bases: sdo os lados das bases (E ,EE ..D'E'e E'A").

e Arestas laterais: sdo os segmentos que unem os vértices correspondentes das bases (AA'.
BB'. CC'. DD' e EE").

e Faces laterais: sdo os paralelogramos 4BB'A', BCC'B', CDD'C', DEE'D' e EAA'E".

As bases do prisma também sao consideradas faces.

e Diagonal: é o segmento BE' ou qualquer outro que une dois vértices nao pertencentes a
uma mesma face.

10.2.3.2  Prisma regular

Um prisma € considerado reto se as arestas laterais forem perpendiculares aos planos
das bases. Caso contrario, o prisma € obliquo.
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[Fig. 65]: Prisma reto e prisma obliquo.

e Um prisma reto cuja base é um poligono regular é denominado prisma regular.

10.2.3.3  Area da superficie de um prisma

Considere o prisma reto pentagonal a seguir com sua representacao planificada.

o Area da base (S, ): € aares de um dos poligonos das bases. Ex: area do pentagono.
o Area lateral (S;): é a soma das areas de todas as faces laterais. Ex: 5 vezes S

retangulo-

e Areatotal (S,): ¢ a soma da area lateral e das areas das bases. S,=S,+25}.
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Exercicio 165 Calcular a area total de um prisma triangular regular, cuja aresta da base mede
8 metros e cuja altura € igual a 16 metros.

Resolucao:

Exercicio 166

Uma fabrica de chocolates, também fabrica a embalagem para um de seus produtos. Esta embalagem é
uma caixa de bombons em forma de prisma hexagonal regular.

Sabendo que a altura da caixa é de 10 cm e que o lado do poligono da base mede 12 cm,

calcule a area de papeldo necessaria para se construir essa embalagem. Calcule a area total
sem considerar o material utilizado para a colagem.

Resolucédo: Planificacdo da caixa:
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Exercicio 167 O governo dos Estados Unidos resolveu pintar um dos prédios conhecido como
pentagono. Supondo que o prédio tenha as medidas de acordo com a figura a seguir, calcular a

area externa para que se possa fazer a pintura. Considere tan 54°=1.376.

-13 Om

S50m \
<

Resolucio:

10.2.3.4 Volume de um prisma

O volume de um prisma € igual ao produto da area da base pela altura.

[Fig. 67]: Volume de um prisma.
(Eq.62) V,=S,- h

Exercicio 168 A aresta da base de um prisma triangular regular mede 6 metros e a altura

mede 12 ﬁ metros. Calcular o volume deste prisma.

Resolucio:
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Exercicio 169 Determine o volume do prisma obliquo da figura a seguir, sabendo que sua

base é um pentagono regular. Caso necessite, considere tan 54°=1376 e \E:] J732.

Resolucio:

10.2.4 Piramides

Considere a figura abaixo, contendo o plano o, um poligono em o e um ponto ¥ que
1nao pertence a o.

7 1

It

[Fig. 68]: Piramide.

e Denomina-se piramide a reunido de todos os segmentos que tém uma extremidade em V' e
a outra num ponto qualquer do poligono.
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10.2.4.1  Elementos de uma pirdmide
e Vértice:é o ponto V.
e Base: é o poligono ABCDE que esta contido no plano o.
e Altura: é a distancia /7 do plano o ao vértice V.
e Arestas da base: sdo os lados do poligono ABCDE .

e Arestas laterais: sdo os segmentos que unem o vértice /7 a cada vértice da base.

e Faces laterais: sdo os triangulos VAB, VBC , VCD, VDE | VEA.

10.2.4.2  Piramide regular

Uma piramide é regular se, e somente se, sua base é um poligono regular e a projecio
ortogonal do vértice sobre o plano da base € o centro da base.

10.2.4.2  Piramide regular

Uma piramide é regular se, e somente se, sua base é um poligono regular e a projecao
ortogonal do vértice sobre o plano da base € o cenfro da base.

aresta~ _ V
lateral )

(a)

apotema—

® g4a pirimide)

J/]

D .x ~lado
\.(f) da base

O poligono da base é mscritivel numa circunferéncia de raio OC =7, chamado raio da
base.

e O apdtema da base € o seguimento OM =mi , que forma um angulo reto com 4B .
e As arestas laterais sdo congruentes ao segmento A4V =a.

e As faces laterais sdo triangulos isosceles congruentes: A4BV ~ABCV ~..~AEAV .

e O apdtema da piramide € a altura de uma face (triangulos isosceles) é o segmento MV =g .

Com isso, considerando os tridngulos retingulos AVOM , AVMA4 e AOMA , podemos
usar o teorema de Pitdgoras para obter as seguintes relagoes:
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) a
g ! o
= A A I
¥ [ ]
M m O 7 M 2 M m O

o 2 V M g

2

1Y 1Y
(Eq.63) g =h>+m’ (Eq.64) a2:g2+[—) (Eq.65) r2:m2+[;)

10.2.4.3  Areada superficie de uma piramide
Considere a piramide quadrangular regular a seguir com sua representagdo planificada.

faces laterais

[Fig. 70]: Pirimide regular quadrangular e sua planificacio.

o Area dabase ( S, ): € a area do poligono da base. Ex: area do quadrado.
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e Area lateral (S;): é a soma das areas de todas as faces laterais. Ex: 4 vezes S

Aisosceles -

e Areatotal (S,): é a soma da area lateral e da area da base. S,=5,+5;.

10.2.4.4 Volume de uma piramide

O volume de uma piramide é igual ao produto da area da base por um ter¢o da altura.

[Fig. 71]: Volume da piramide.

SI} . }?
(Eq.66) Vpi: =
J

10.2.5 Tronco de piramide

O plano [, paralelo ao plano o, corta a piramide em dois sélidos. A parte de cima €
uma piramide VA'B'C'D'E' e a parte entre os dois planos € um tronco de piramide.

/

h,

/

[Fig. 72]: Seccio transversal de uma piramide.

10.2.5.1  Razoes no tronco de piramide
h

~ . ~ 5 s ~
e A razdo — ¢é chamada razdo de semelhanca em relagdo a seccéo transversal.
!
2

h_va VB _VC' VD' VE'| |Ih_4'B' _B'C' C'D' D'E_E'A
h, V4 VB VC VD VE| |h, AB BC CD DE FEA
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) , S, (A'B'Y
L] RHZBO entre as areas; —=

1 t
e Razdo entre os volumes: =7 =— =—
VPI E‘SB ;}2 "SB ;.;'2 }1},’

10.2.5.2  Elementos do tronco de piramide

Como ja estudamos a parte de cima em separado, vamos estudar agora o tronco de
piramide.

base menor (b)

face lateral-

aresta lateral(a)—

base maior (B)

aresta da base(/)
[Fig. 73]: Tronco de piramide.
e Sio 2 bases: base maior B e base menor b.

e Faces laterais: trapézios.
o Altura do tronco: =5, —n, (distancia entre as bases).

Tronco regular: caso em que a piramide geradora do tronco € regular.
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e As bases sdo semelhantes.

e As faces laterais sdo trapézios 1sosceles congruentes. A altura do frapézio é o apotema do
tronco.

10.2.5.3 Volume do tronco de piramide

I

h

[Fig. 74]: Volume do tronco de pirdamide.

h
(Eq.67) V:;-[ SpH+SpSy +55]

Demonstracgio:

Volume do tronco = (volume da pirdmide VABCDE ) — (volume da piramide VA'B'C'D'E").

3

V=

. Para simplificar a notagéo, tome Sz;=B e S,=D:

V:é-[B‘hz—b-hl]. Sendo /i, =hy+h
2

=
I

[B (hy+h)=b-h]

"JI'_' ,;.)l.—-

[Bh+(B-Db)-h]()

Calculo de 71, em funcdode /i, B e b:

p N o b h, Jb
Sendo —=— = —= — = — hB=h, b+ b
B n h, /B hy+h /B ! 1

h»\/_
e

Substituindo (11) em (1):

V:%-[B h+(B-b)h,]

[

V==

LI | —
[ |
s
=
+
—_
oy
[
—r
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V_g[B +(B-b) \FJ_\F mas, (B—b)= (\/§+w/_)(\/_ \/_)

B+(\/§+\/_)(\/_ by ——"—
V:;-[B+(\/§+JZ)-«/3]
:%-[B+@+b]. c.q.d.

J_J_

Exercicio 170 Calcular a area total e o volume da pirdmide quadrangular regular, sabendo-se
que a aresta lateral mede 6cm e o lado da base 4em.

faces laterais

e Célculodeh:

Exercicio 171 Em um tronco de piramide regular, as bases sdo quadrados de lado 2cm e 8cm. A
aresta lateral do tronco mede 5¢cm. Calcule a area total e o volume do tronco.

Resolucéo:
S cm?
V S cm®
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10.2.6 Cilindros

Considere a figura abaixo, contendo os dois planos o e 3, paralelos entre si.

/]

[Fig. 75]: Cilindros.

¢ Denomina-se cilindro a reunido de todos os segmentos de reta paralelos a reta 4B, com
uma extremidade num ponto do circulo com centro O do plano o e a outra no plano .

10.2.6.1 Elementos de um cilindro

e Bases: sdo os dois circulos congruentes de raio 7.
e Altura: é a distancia /7 dos planos que contém as bases do cilindro.

e Eixo: é o segmento O0' que tem por extremidades os centros das bases.

e Geratriz: sdo os segmentos paralelos ao eixo cujas extremidades pertencem as
circunferéncias das bases.

10.2.6.2 Cilindro circular reto

Um cilindro se diz reto ou de revolu¢do, quando a geratriz € perpendicular aos planos
das bases.
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10.2.6.2 Cilindro circular reto

Um cilindro se diz reto ou de revolugdo, quando a geratriz € perpendicular aos planos
das bases.

P I

Y o

L
! !
! !
: I =
! £ ! ¥
! :
! :

= o—7——= 0—

10.2.6.3 Cilindro eqiiildtero

Diz-se que um cilindro reto € eqiiilatero quando a altura (geratriz) é duas vezes o raio

da base.

h=2r

[Fig. 77]: Cilindro eqiiilatero.

10.2.6.4  Areada superficie de um cilindro

Considere o cilindro reto a seguir com sua representa¢io planificada.
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d r
Co—=
C=2nr
’ N
/]
0

o Areadabase (S, ): éadrea do circulo de raio 7: S, =nr?.
o Area lateral ( S;): é a area do retangulo de dimensdes 2nr e h: S;=2nr h

e Area fofal (S,): € a soma da area lateral e das areas das bases.

S,=8+25, = S,=2nr h+2nr’

(Eq.68) S, =2nr(h+r)
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10.2.6.5 Volume do cilindro

O volume de um cilindro € igual ao produto da area da base pela altura.

/]

@ —x

Sb‘\\

[Fig. 79]: Volume do cilindro.
(Eq.69) V,.=Sy-h = V,=nr’h

Exercicio 172 Em um prédio foi construida uma caixa de 4dgua em formato de cilindro
equilatero de raio 0.8 metros. Foram colocadas trés boias nesta caixa, para diferentes niveis na
reserva de agua. A 12 bdia encontra-se a um quarto da altura, a 22 encontra-se na metade da
altwra e a 1ltima é para a reserva méaxima de agua na caixa. Calcule a area total externa

sabendo-se que a tampa tem um encaixe perfeito. Qual o volume em cada um dos trés niveis
da caixa?

e Areatotal: S T n’
e Volumestotal: V= nr
1 3
¢ — dovolume: V= m
4
1 3
¢ — dovolume: V=__.. m
2
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10.2.7 Cones

Considere a figura abaixo, contendo o plano ., um circulo de raio 7 em o e um ponto

V' que ndo pertence a a.

F7 r

I/l

[Fig. 80]: Cone.

¢ Denomina-se cone a reunido de todos os segmentos que tém uma extremidade em 7 e a
outra num ponto qualquer do circulo.

10.2.7.1  Elementos de um cone

e Vértice: é o ponto V.

e Base: é o circulo que esta contido no plano a.

e Altura: é a distancia /1 do plano o ao vértice V.

e Eixo: é areta que passa pelo vértice e pelo centro da base.

e Geratriz. é qualquer segmento com uma extremidade no vértice e outra num ponto
qualquer da circunferéncia da base.

10.2.7.2 Cone regular ou de revolugdo

Um cone se diz reto ou de revolugio. quando o eixo € perpendicular ao plano da base.
| I

Vi Vi iy
i i
| I
| g \
TR PRSTEL ,.‘!...
! !
| 1
& I
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().2.7.: -one eqiiilatero

g ¢ duas vezes o raio r da base.

&

Um cone se diz eqiiilatero quando a geratriz

e

[Fig. 82]: Cone regular.

10.2.7.4  Area da superficie de um cone

Considere o cone regular a seguir com sua representac¢io planificada.

superficie lateral

J/]

[Fig. 83]: Cone regular e sua planificacao.

A r . . . 2
e Areadabase (Sy): é a drea do circulo de raio r: Sy=nr-.

2nr-g

e Area lateral (S)): ¢ a 4rea do setor circular de raio g: S;= = S;=nrg

o Area total (S,): é a soma da 4rea lateral e da 4rea da base: S,=S,+S, = S,=nr g+nr’.
Eq.70) S,=nr(g+r)

10.2.7.5 Volume de um cone

O volume de um cone € igual ao produto da area da base por um tergo da altura.
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h

[Fig. 84]: Volume do cone.
Sy h

-
J

(Eq.71) TV, = = Vm:%m2 h

10.2.8 Tronco de cone

O plano B, paralelo ao plano «, corta o cone e o divide em dois sélidos. A parte de
cima € um cone com raio 7, e a parte entre os dois planos € um tronco de cone.

- R
QAN

/

10.2.8.1 Razoes no tronco de cone

Sao razdes equivalentes as do tronco de piramide.

o ~ < ~ I
e A razio — € chamada razio de semelhanga em relagido a secgio transversal: |—=—
! o h
2 2
2
S h S, h

~ - b 1 b 1

e Razdo entre as areas: —=| — | = [—=—

B\l S hy

Vo 3
e Razio entre os volumes: —= =7 = - o | ==
3

10.2.8.2 Elementos do tronco de cone

Como ja estudamos a parte de cima em separado, vamos estudar agora o tronco de
cone.
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base menor (b) -

geratriz (g) - 5 n=hy— I,

base maior (B)

[Fig. 86]: Tronco de cone.
e S30 2 bases: base maior B e base menor b.
e Geratriz: g.

S

e Altura do tronco: 7=h, —h, (distancia entre as bases).

Tronco regular: caso em que o cone gerador do tronco é regular.

10.2.8.3  Area do tronco de cone regular

.,
...

C,=3nn
superficie lateral

""""
....

T s e maname

[Fig. 87]: Planificacao do tronco de cone.

¢ A superficie lateral do tronco de cone ¢ equivalente a um trapézio de altura g e bases () e

C, . Entao. a area da superficie lateral do tronco ( 4;) sera:
_g _g Y g
AI_E(C1+C2) = AE—;(QTE?’I-IQTTIE}

= 4d;=ng(n+n)
e A drea total do tronco A, :
(Eq.72) Ap=4,+S,+S55

= Ap=ng (r+n nrl+nrf
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10.2.8.4 Volume do tronco de cone

CALCULO

Tomando como base o volume do tronco de pirdmide, desenvolve-se, analogamente, o

volume do tronco de cone.

Va
nooiy

ENE—

]!1

1/

kz

V—g-[ Sg+4/SgS, +5,]
Vzg-[n RN G T Ve T

h
V= 3 [rrfmn ryrnrt]

mh
E®q73) V=" rl+rs+n17]
b

Exercicio 173 Para o time vencedor em um campeonato de futebol no bairro, o professor de
matematica resolveu oferecer um troféu composto pela jungdo de dois troncos de cones retos
mais um core reto, como pode ser observado na figura. Com base nos dados abaixo, calcular

a drea total do troféu (menos seus nés) e seu volume.

e Dados: iy=12 em: g;=13 cm:

5
A razdo de 7, para r, éde —:

-
2

A razdo de hy para ), é de %

= DICAS PARA A RESOLUCAO:
e Calculo da area, de cima para baixo:

A =[4rea lateral do cone ( 4, )] + [area da coroa circular
(4, )] + [4rea lateral do tronco de cone 1 ( 4;)]
+ [4rea lateral do tronco de cone 2 ( 4, )]
+ [area do circulo (45 )]
= A=A+ Ay + Ay + Ay + A

e Volume, de cima para baixo:

V' = [volume do cone (/] )] + [volume do tronco de
cone 1 (V)] + [volume do fronco de cone 2 (75)]

= |V =N+V,+V,

Resolugéo:
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10.2.9 Esferas

Sejam dados os pontos O, P do espa¢o e um segmento OP de medida 7.

[Fig. 89]: Esfera e superficie esférica.
ESFERA: o conjunto de todos os pontos do espago, cujas distancias ao ponto O sdo

menores ou iguais a 7, é denominado esfera de centro O e raio r.

SUPERFICIE ESFERICA: o conjunto de todos os pontos do espaco, cujas distancias
ao ponto O sdo iguais a 1, é denominado superficie esférica de centro O eraio 7.

10.2.9.1  Area de uma seccio esferica

Na figura seguinte, o plano o ¢ tangente a esfera, ou seja, toca a esfera em um tnico
ponto. Com isso, a distancia do plano ao centro da esfera é o proprio raio e o mesmo é
perpendicular ao plano.

[Fig. 90]: Plano tangente a uma esfera.

Se considerarmos um plano B paralelo ao plano o. a uma distdncia ¢ do centro O
(d <r), a intersec¢do dele com a esfera gera um circulo de raio 7;, como mostra a figura.
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